Continuous mathematical models of population dynamics by Pecka, Luboš
VYSOKE´ UCˇEN´I TECHNICKE´ V BRNEˇ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
FAKULTA STROJN´IHO INZˇENY´RSTV´I
U´STAV MATEMATIKY
FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING
INSTITUTE OF MATHEMATICS
SPOJITE´ MATEMATICKE´ MODELY DYNAMIKY POPULAC´I
CONTINUOUS MATHEMATICAL MODELS OF POPULATION DYNAMICS
DIPLOMOVA´ PRA´CE
MASTER’S THESIS
AUTOR PRA´CE
AUTHOR
Bc. LUBOSˇ PECKA
VEDOUC´I PRA´CE
SUPERVISOR
prof. RNDr. JAN FRANCU˚, CSc.
BRNO 2010

Abstrakt
V te´to pra´ci se zameˇrˇ´ıme na popis nejcˇasteˇjˇs´ıch model˚u popisuj´ıc´ıch vy´voj populac´ı
a na´sledneˇ provedeme numericke´ experimenty v prostrˇed´ı MATLAB, ktere´ na´m potvrd´ı
spra´vnost teoreticky odvozeny´ch vy´sledk˚u. Modely jsou skla´da´ny od nejjednodusˇsˇ´ıch po slo-
zˇiteˇjˇs´ı a jsou rozdeˇleny na modely dynamiky jedne´ populace a modely koexistence dvou
populac´ı. Soucˇa´st´ı pra´ce je take´ program na vykreslova´n´ı graf˚u a trajektori´ı rˇesˇen´ı difer-
encia´ln´ıch rovnic popisuj´ıc´ıch modely uvedene´ v te´to pra´ci, vcˇetneˇ strucˇne´ho popisu tohoto
programu vytvorˇene´ho v prostrˇed´ı MATLAB.
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Abstract
The aim of this thesis is to describe the most frequent models describing population
dynamics and then to perform some numerical experiments in the MATLAB environment.
These simulations should validate our theoretical results. The models are sorted from the
basic models to the most complicated and are divided into the models which describe
dynamics of one population and models of coexistence of two biological species. The
master’s thesis icludes also a program for drawing graphs and trajectories of solutions of
models described in this thesis including a description of this MATLAB program.
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1 U´vod
Prova´zanost matematiky a jiny´ch veˇdn´ıch obor˚u je v dnesˇn´ı dobeˇ patrna´ v´ıce nezˇ kdykoliv
prˇedt´ım. Jej´ı pomoc´ı jsme schopni porozumeˇt slozˇity´m prˇ´ırodn´ım proces˚um i spra´vneˇ se
rozhodovat v inzˇeny´rstv´ı. Oblast´ı, ve ktere´ je vliv matematiky velmi zrˇetelny´, je take´
biologie a to jak na buneˇcˇne´ u´rovni, tak i na u´rovni makroskopicke´. K popisu biologicky´ch
jev˚u je totizˇ cˇasto vyuzˇ´ıva´no matematicke´ modelova´n´ı, ktere´ na´m mnohdy poma´ha´ v´ıce
porozumeˇt chova´n´ı populac´ı a odhadnout jejich budouc´ı vy´voj. Pomoc´ı matematicky´ch
model˚u jsme nejen schopni prˇedpoveˇdeˇt, jak se populace bude vyv´ıjet, ale prˇ´ıpadneˇ take´
vhodneˇ nastavit podmı´nky prostrˇed´ı, ve ktere´m se jedinci vyskytuj´ı, tak, aby nedosˇlo
k vyhynut´ı, poprˇ. k prˇemnozˇen´ı populace.
C´ılem te´to pra´ce je popsa´n´ı vybrany´ch model˚u dynamiky populac´ı. V prvn´ı cˇa´sti
diplomove´ pra´ce jsou popsa´ny modely ve tvaru jedne´ obycˇejne´ diferencia´ln´ı rovnice, cozˇ
odpov´ıda´ model˚um popisuj´ıc´ım vy´voj jednoho zˇivocˇiˇsne´ho druhu. Pouzˇit´ı teˇchto model˚u
je vsˇak mozˇne´ pouze za velice specificky´ch podmı´nek, protozˇe veˇtsˇinou je vy´voj populace
ovlivneˇn populacemi koexistuj´ıc´ımi. T´ımto proble´mem se zaby´va´ druha´ cˇa´st diplomove´
pra´ce, kde jsou popsa´ny nejcˇasteˇjˇs´ı modely koexistence dvou biologicky´ch druh˚u. Tyto
modely jsou ve tvaru soustavy dvou diferencia´ln´ıch rovnic. V posledn´ı teoreticke´ cˇa´sti jsou
uvedeny modely ve tvaru parcia´ln´ıch diferencia´ln´ıch rovnic. U model˚u ve tvaru obycˇejny´ch
diferencia´ln´ıch rovnic byla jedinou zkoumanou velicˇinou velikost populace v za´vislosti
na cˇase, ovsˇem u model˚u ve tvaru parcia´ln´ıch diferencia´ln´ıch rovnic bereme v u´vahu take´
rozlozˇen´ı jedinc˚u v prostoru.
U kazˇde´ho modelu jsou uvedeny prˇedpoklady, za ktery´ch je mozˇne´ jeho pouzˇit´ı a kdy
da´va´ dobrou shodu se statisticky´mi u´daji. Ne vzˇdy lze totizˇ konkre´tn´ı model pouzˇ´ıt.
Ve vsˇech prˇ´ıpadech jsou take´ provedene´ numericke´ experimenty v prostrˇed´ı MATLAB
pro r˚uzne´ konkre´tn´ı hodnoty parametr˚u diferencia´ln´ı rovnice tak, aby byly zna´zorneˇny
pokud mozˇno vsˇechny mozˇnosti vy´voje populace. Vy´sledne´ grafy a trajektorie jsou pro
lepsˇ´ı prˇedstavu uvedeny prˇ´ımo v textu.
Soucˇa´st´ı diplomove´ pra´ce je take´ program na vykreslova´n´ı graf˚u a trajektori´ı rˇesˇen´ı
diferencia´ln´ıch rovnic popisuj´ıc´ıch modely uvedene´ v te´to pra´ci. Tento program byl vytvorˇen
v prostrˇed´ı MATLAB a v posledn´ı cˇa´sti pra´ce se tedy kra´tce veˇnuji popisu tohoto pro-
gramu. Jsou zde uvedeny funkce, ktere´ program pouzˇ´ıva´, popis programu a take´ prˇ´ıklad
toho, jak vy´sledne´ trajektorie mohou vypadat.
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2 Model a klasifikace model˚u
2.1 Za´kladn´ı pojmy
Modelem nazy´va´me zjednodusˇene´ zobrazen´ı zkoumane´ skutecˇnosti (naprˇ. proble´mu rˇ´ızen´ı,
technicke´ho procesu, fyzika´ln´ıho, chemicke´ho, biologicke´ho objektu), ktere´ je realizova´no
k urcˇite´mu c´ıli. Mluv´ıme-li o matematicke´m modelu, ma´me na mysli abstraktn´ı model
uzˇ´ıvaj´ıc´ı matematicky´ jazyk k popisu chova´n´ı syste´mu. Matematicke´ modely maj´ı v dnesˇn´ı
dobeˇ velmi sˇiroke´ vyuzˇit´ı. Velmi cˇasto jsou vyuzˇ´ıva´ny v prˇ´ırodn´ıch veˇda´ch (fyzika, biolo-
gie), ale take´ v inzˇeny´rsky´ch discipl´ına´ch (stroj´ırenstv´ı, stavitelstv´ı, elektrotechnika) a
v neposledn´ı rˇadeˇ ve veˇda´ch spolecˇensky´ch (ekonomika, sociologie, politologie).
Modelova´n´ı je u´cˇelove´ zobrazova´n´ı vysˇetrˇovany´ch vlastnost´ı pomoc´ı vhodneˇ zvoleny´ch
vlastnost´ı modelu. Mu˚zˇeme si je tedy prˇedstavit jako reprodukci teˇch vlastnost´ı ob-
jektu, ktere´ chceme da´le studovat. Modelova´n´ı je dnes velmi rozsˇ´ıˇrenou pracovn´ı metodou
nacha´zej´ıc´ı uplatneˇn´ı v r˚uzny´ch oblastech, jak jizˇ bylo zmı´neˇne´ vy´sˇe.
2.2 Deˇlen´ı model˚u
Modely lze klasifikovat podle r˚uzny´ch hledisek, jichzˇ je velke´ mnozˇstv´ı. Proto si zde
uvedeme pouze za´kladn´ı deˇlen´ı matematicky´ch model˚u.
Za´kladn´ım krite´riem pro trˇ´ıdeˇn´ı model˚u je jejich chova´n´ı v cˇase. Z tohoto hlediska je
lze deˇlit na:
• staticke´ (v cˇase nemeˇnne´)
• dynamicke´ (v cˇase se vyv´ıjej´ıc´ı)
Jedn´ım z nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ıch hledisek deˇlen´ı, je deˇlen´ı model˚u na modely:
• diskre´tn´ı
• spojite´
• smı´ˇsene´
Zde mohou nastat v podstateˇ cˇtyrˇi za´kladn´ı mozˇnosti. Model mu˚zˇeme totizˇ cha´pat
jako zobrazen´ı z jedne´ mnozˇiny do mnozˇiny druhe´ a pra´veˇ podle toho, jestli tyto dveˇ
mnozˇiny jsou diskre´tn´ı nebo spojite´, mu˚zˇeme modely rozdeˇlit.
Mohou tedy nastat tyto prˇ´ıpady: model je zobrazen´ı ze spojite´ mnozˇiny do mnozˇiny
spojite´, z mnozˇiny diskre´tn´ı do mnozˇiny diskre´tn´ı a dalˇs´ı dveˇ mozˇnosti jsou kombinac´ı
spojite´ a diskre´tn´ı mnozˇiny. To jest zobrazen´ı z mnozˇiny diskre´tn´ı do mnozˇiny spojite´
nebo zobrazen´ı ze spojite´ mnozˇiny do mnozˇiny diskre´tn´ı.
Matematicke´ modely lze take´ deˇlit dle charakteru velicˇin a promeˇnny´ch v neˇm vys-
tupuj´ıc´ıch. Jedna z mozˇnost´ı je deˇlen´ı na:
• deterministicke´ (v modelu na´hodna´ velicˇina nen´ı)
• stochasticke´ (vyskytuje se zde alesponˇ jedna na´hodna´ velicˇina)
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Za na´hodnou velicˇinu vsˇak nepovazˇujeme cˇas.
Jina´ mozˇnost klasifikace matematicky´ch model˚u vycha´z´ı ze vztahu k jejich okol´ı,
tj. k velicˇina´m, ktere´ nejsou soucˇa´st´ı modelu. V tomto prˇ´ıpadeˇ lze modely rozdeˇlit na:
• autonomn´ı (neza´visle´ na okol´ı)
• neautonomn´ı (explicitneˇ za´vis´ı na neˇjake´ vneˇjˇs´ı promeˇnne´)
Posledn´ı mozˇnost´ı trˇ´ıdeˇn´ı, kterou uvedeme, je trˇ´ıdeˇn´ı z hlediska forma´lneˇ konstruk-
tivn´ıho na:
• modely matematicke´ – vytvorˇene´ pomoc´ı matematicky´ch vy´razovy´ch prostrˇedk˚u
• modely schematicke´ – vsˇechny ostatn´ı (tj. modely nematematicke´)
U model˚u dynamicky´ch je nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı za´vislost na cˇase. Syste´my dynamicky´ch rovnic
se deˇl´ı na autonomn´ı a neautonomn´ı podle toho, zda v jejich pravy´ch strana´ch je cˇi
nen´ı explicitneˇ uveden cˇas. Modely autonomn´ı v cˇase i ostatn´ıch promeˇnny´ch vyjadrˇuj´ı
fundamentaln´ı prˇ´ırodn´ı za´kony; naprˇ. rozpad cˇa´stic prob´ıha´ stejneˇ ve cˇtvrtek jako v pa´tek,
na Zemi nebo na Marsu. Veˇtsˇinu prˇ´ırodn´ıch proces˚u popisujeme modely autonomn´ımi
v cˇase a neautonomn´ımi v jiny´ch promeˇnny´ch.
Dalˇs´ı mozˇna´ deˇlen´ı matematicky´ch model˚u mu˚zˇeme naj´ıt v [1] cˇi [5].
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3 Model a diferencia´ln´ı rovnice
3.1 Diferencia´ln´ı rovnice, jejich soustavy a rˇesˇen´ı
Jelikozˇ k popisu model˚u, at’ uzˇ nejjednodusˇsˇ´ıch nebo pozdeˇji slozˇiteˇjˇs´ıch, budeme potrˇebovat
znalosti diferencia´ln´ıch rovnic, v u´vodn´ı kapitole si prˇipomeneme neˇktere´ za´kladn´ı pojmy.
U model˚u popsany´ch v te´to pra´ci se zameˇrˇ´ıme na modely, ktere´ lze popsat pomoc´ı
diferencia´ln´ı rovnice prvn´ıho rˇa´du (v prˇ´ıpadeˇ popisu dynamiky jedne´ populace), respe-
ktive pomoc´ı soustavy diferencia´ln´ıch rovnic prvn´ıho rˇa´du (u dynamiky v´ıce interaguj´ıc´ıch
populac´ı).
Diferencia´ln´ı rovnic´ı prvn´ıho rˇa´du rozumı´me rovnici ve tvaru
x′ = f(t, x), (3.1)
kde ′ = d
dt
znacˇ´ı derivaci prvn´ıho rˇa´du podle promeˇnne´ t a f je rea´lna´ funkce definovana´
na Ω, prˇicˇemzˇ Ω je podmnozˇina euklidovske´ho prostoru R2.
Rˇesˇen´ım te´to rovnice pak rozumı´me funkci x, ktera´ je diferencovatelna´ v neˇjake´m
intervalu I a splnˇuje
[t, x(t)] ∈ Ω a x′(t) = f(t, x(t)) pro kazˇde´ t ∈ I.
Ve veˇtsˇineˇ aplikac´ı hraje neza´visla´ promeˇnna´ t v rovnici roli cˇasu. Proto obvykle
prˇedpokla´da´me t ∈ 〈t0,+∞) , kde t0 ∈ R.
Pokud rozsˇ´ıˇr´ıme rovnici (3.1) o tzv. pocˇa´tecˇn´ı podmı´nku
x(t0) = x0,
kde t0 a x0 jsou dana´ cˇ´ısla takova´, zˇe [t0, x0] ∈ Ω, z´ıska´va´me Cauchyovu (pocˇa´tecˇn´ı) u´lohu.
Jelikozˇ t0 veˇtsˇinou reprezentuje pocˇa´tecˇn´ı cˇas, klademe obvykle t0 = 0.
Veˇta 3.1 (Existence a jednoznacˇnost rˇesˇen´ı) Necht’ funkce f(t, x) z rovnice (3.1) je spo-
jita´ v okol´ı bodu (t0, x0). Pak existuje v okol´ı bodu t0 rˇesˇen´ı Cauchyova proble´mu
x′ = f(t, x),
x(t0) = x0.
Pokud je nav´ıc take´ ∂f
∂x
(t, x) spojita´ v okol´ı bodu (t0, x0), pak je toto rˇesˇen´ı jedine´.
U model˚u popisuj´ıc´ıch dynamiku jedne´ populace vystacˇ´ıme s jednou diferencia´ln´ı rovnic´ı
x′ = f(t, x).
V prˇ´ıpadeˇ modelu popisuj´ıc´ıho dynamiku v´ıce populac´ı najednou uzˇ´ıva´me soustavu dife-
rencia´ln´ıch rovnic. Obecneˇ lze tuto soustavu zapsat ve tvaru:
x′1 = f1(t, x1, ..., xn),
x′2 = f2(t, x1, ..., xn),
...
x′n = fn(t, x1, ..., xn),
(3.2)
kde f1, f2, ..., fn jsou funkce definovane´ na neˇjake´ mnozˇineˇ Ω ⊆ Rn+1. Tento syste´m lze
zapsat ve vektorove´m tvaru:
x′ = f(t,x), (3.3)
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kde x = (x1, x2, ..., xn) a f(t,x) = (f1(t, x1, ..., xn), f2(t, x1, ..., xn), ..., fn(t, x1, ..., xn)).
Rˇesˇen´ım te´to soustavy pak budeme rozumeˇt n−vektorovou funkci x diferencovatelnou
na neˇjake´m intervalu I tak, zˇe pro vsˇechna t ∈ I je [t, x1(t), ..., xn(t)] ∈ Ω a x′ = f(t,x(t)).
Nyn´ı definujme d˚ulezˇity´ pojem, a to pojem lipschitzovska´ funkce. Funkce f : Rn 7→ R
se nazy´va´ lipschitzovska´ vzhledem k promeˇnne´ xj, pokud existuje konstanta L > 0 takova´,
zˇe
|f(x1, ..., x¯j, ..., xn)− f(x1, ..., xj, ..., xn)| ≤ L|x¯j − xj| (3.4)
pro vsˇechny (x1, ..., x¯j, ..., xn), (x1, ..., xj, ..., xn) z cele´ho definicˇn´ıho oboru. Funkce f se
nazy´va´ loka´lneˇ lipschitzovska´ v bodeˇ X0, jestlizˇe podmı´nka (3.4) je splneˇna v neˇjake´m
okol´ı bodu X0.
Veˇta 3.2 (Existence a jednoznacˇnost rˇesˇen´ı soustavy diferencia´ln´ıch rovnic) Necht’ funkce
f(t,x) z rovnice (3.3) je spojita´ v okol´ı bodu (t0,x0), kde x0 = (x1,0, x2,0, ..., xn,0). Pak
existuje v okol´ı bodu t0 rˇesˇen´ı Cauchyova proble´mu
x′ = f(t,x),
x(t0) = x0.
Pokud je nav´ıc funkce f(t,x) lipschitzovska´ vzhledem k x, tj. vzhledem ke vsˇem promeˇnny´m
x1, x2, ..., xn, je rˇesˇen´ı te´to u´lohy jednoznacˇne´.
3.2 Autonomn´ı syste´my, stabilita rˇesˇen´ı
Ve veˇtsˇineˇ model˚u popisuj´ıc´ıch dynamiku populac´ı funkce f ze syste´mu (3.3) nen´ı explic-
itneˇ za´visla´ na promeˇnne´ t, ktera´, jak jsme jizˇ rˇ´ıkali, obvykle zastupuje cˇas. V takove´m
prˇ´ıpadeˇ mluv´ıme o autonomn´ım syste´mu. To, zˇe funkce f nen´ı explicitneˇ za´visla´ na t, lze
interpretovat tak, zˇe vneˇjˇs´ı podmı´nky syste´mu jsou s cˇasem nemeˇnne´.
Autonomn´ım syste´mem tedy rozumı´me vektorovou diferencia´ln´ı rovnici ve tvaru:
x′ = f(x), (3.5)
kde x = (x1, x2, ..., xn) a f(x) = (f1(x1, ..., xn), f2(x1, ..., xn), ..., fn(x1, ..., xn)) je defi-
nova´na na neˇjake´ oblasti Ω, ktera´ je v prˇ´ıpadeˇ autonomn´ıch syste´mu z prostoru Rn.
Rˇesˇen´ı rovnice (3.5) ve tvaru x = x¯(t) lze reprezentovat dvoj´ım zp˚usobem. Bud’ jako
graf funkce x = x¯(t) v prostoru R × Ω nebo jako krˇivku danou parametrickou rovnic´ı
x = x¯(t) v prostoru Ω. V druhe´m prˇ´ıpadeˇ krˇivku nazy´va´me trajektori´ı syste´mu (3.5).
Jedna´ se o kolmy´ pr˚umeˇt grafu x = x¯(t) z R× Ω do Ω.
Prˇedpokla´dejme, zˇe funkce f(x) ve vztahu (3.5) je lipschitzovska´ a spojita´, cozˇ na´m
zajist´ı existenci a jednoznacˇnost rˇesˇen´ı soustavy diferencia´ln´ıch rovnic. Pak trajektorie
rˇesˇen´ı autonomn´ıho syste´mu mohou by´t troj´ıho typu:
• singula´rn´ı body, ktere´ odpov´ıdaj´ı konstantn´ım rˇesˇen´ım
• uzavrˇene´ trajektorie (cykly), ktere´ odpov´ıdaj´ı nekonstantn´ım periodicky´m rˇesˇen´ım
• trajektorie samy sebe neprot´ınaj´ıc´ı
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Du˚lezˇity´m pojmem v oblasti diferencia´ln´ıch rovnic je stabilita rˇesˇen´ı. Prˇedpokla´dejme
Cauchyho u´lohu:
x′ = f(x)
x(t0) = x0,
(3.6)
kde funkce f(x) splnˇuje podmı´nky existence a jednoznacˇnosti rˇesˇen´ı. Pak staciona´rn´ım
rˇesˇen´ım diferencia´ln´ı rovnice (3.6) je funkce x(t) = x¯ takova´, zˇe f(x¯) = 0 a jednoznacˇne´
rˇesˇen´ı rovnice (3.6) s pocˇa´tecˇn´ı podmı´nkou x0 = x¯ je x(t) ≡ x¯.
Definice 1 (Stabiln´ı rˇesˇen´ı) Staciona´rn´ı rˇesˇen´ı x(t) = x¯ je stabiln´ı, jestliˇze pro kazˇdou
konstantu ε > 0 existuje konstanta δ > 0 takova´, zˇe pokud |x0 − x¯| ≤ δ, pak rˇesˇen´ı x(t)
Cauchyho u´lohy (3.6) s odpov´ıdaj´ıc´ı pocˇa´tecˇn´ı podmı´nkou x0 splnˇuje |x(t) − x¯| ≤ ε pro
vsˇechna t ≥ t0.
Silneˇjˇs´ı vlastnost´ı nezˇ stabilita je asymptoticka´ stabilita. Staciona´rn´ı rˇesˇen´ı x¯ se nazy´va´
asymptoticky stabiln´ı, jestlizˇe prˇi male´ odchylce od x¯ se cˇasem
”
narusˇene´“ rˇesˇen´ı vra´t´ı
zpeˇt k rˇesˇen´ı staciona´rn´ımu. Precizneˇji rˇecˇeno:
Definice 2 (Asymptoticky stabiln´ı rˇesˇen´ı) Staciona´rn´ı rˇesˇen´ı x(t) = x¯ se nazy´va´ asymp-
toticky stabiln´ı, jestliˇze existuje konstanta δ > 0 takova´, zˇe pokud |x0 − x¯| ≤ δ, pak rˇesˇen´ı
x(t) Cauchyho u´lohy (3.6) s odpov´ıdaj´ıc´ı pocˇa´tecˇn´ı podmı´nkou x0 splnˇuje limt→∞ x(t) = x¯.
Pokud rˇesˇen´ı nen´ı stabiln´ı, mluv´ıme o nestabiln´ım rˇesˇen´ı. To znamena´, zˇe prˇi male´ od-
chylce od staciona´rn´ıho rˇesˇen´ı cˇasovy´ vy´voj velikosti te´to vy´chylky nen´ı omezen. Prˇesnou
definici nestability z´ıska´me negac´ı definice 1.
Definice 3 (Nestabiln´ı rˇesˇen´ı) Staciona´rn´ı rˇesˇen´ı x(t) = x¯ se nazy´va´ nestabiln´ı, jestliˇze
existuje konstanta ε > 0 takova´, zˇe pro kazˇdou konstantu δ > 0 (libovolneˇ malou) existuje
cˇas t∗ > t0 a pocˇa´tecˇn´ı podmı´nka x0 tak, zˇe |x0− x¯| ≤ δ a odpov´ıdaj´ıc´ı rˇesˇen´ı x(t) syste´mu
(3.6) splnˇuje |x(t∗)−x¯| > ε.
Vı´ce o autonomn´ıch syste´mech diferencia´ln´ıch rovnic se mu˚zˇeme dozveˇdeˇt naprˇ. v [5]
nebo v [7].
3.3 Autonomn´ı soustava dvou diferencia´ln´ıch rovnic
K popisu modelu dvou navza´jem se ovlivnˇuj´ıc´ıch zˇivocˇiˇsny´ch druh˚u pouzˇ´ıva´me autonomn´ı
soustavu dvou diferencia´ln´ıch rovnic ve tvaru:
x′1 = f1(x1, x2),
x′2 = f2(x1, x2)
(3.7)
definovanou na oblasti Ω ⊆ R2. Uvazˇujme autonomn´ı syste´m (3.7) a prˇedpokla´dejme
existenci a jednoznacˇnost rˇesˇen´ı kazˇde´ho pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu. Pak singula´rn´ı bod x¯ =
(x¯1, x¯2) syste´mu (3.7) se nazy´va´
• uzel, pokud existuje ryz´ı okol´ı O bodu x¯ takove´, zˇe bod x(t) trajektorie x vycha´zej´ıc´ı
z libovolne´ho bodu z okol´ı O plat´ı
lim
t→∞
x(t) = x¯ nebo lim
t→−∞
x(t) = x¯,
prˇicˇemzˇ velikost orientovane´ho u´hlu ax¯x(t), kde a 6= x¯ je pevny´ bod z Ω, ma´
konecˇnou limitu.
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• sedlo, jestlizˇe v kazˇde´m okol´ı existuje pouze konecˇny´ kladny´ pocˇet trajektori´ı takovy´ch,
zˇe pro t→ ±∞ konverguj´ı k x¯.
• ohnisko, pokud existuje ryz´ı okol´ı O bodu x¯ takove´, zˇe bod x(t) trajektorie x
vycha´zej´ıc´ıho z libovolne´ho bodu z O ma´ vlastnost, zˇe
lim
t→∞
x(t) = x¯ nebo lim
t→−∞
x(t) = x¯,
a to tak, zˇe velikost orientovane´ho u´hlu ax¯x(t), kde a 6= x¯ je pevny´ bod z Ω, ma´
nevlastn´ı limitu.
• strˇed, pokud existuje ryz´ı okol´ı O bodu x¯ takove´, zˇe kazˇdy´m bodem okol´ı procha´z´ı
jedina´ trajektorie, ktera´ je uzavrˇena´ (tj. cyklus) a obsahuje ve sve´m vnitrˇku bod x¯.
Pro rˇesˇen´ı nejjednodusˇsˇ´ı prˇ´ıpad nasta´va´, pokud syste´m lze zapsat ve tvaru:
x′1 = ax1 + bx2,
x′2 = cx1 + dx2,
(3.8)
kde a, b, c, d ∈ R. Tento syste´m lze prˇepsat v maticove´m tvaru:
x′ = Ax, (3.9)
kde A =
(
a b
c d
)
a x =
(
x1
x2
)
. Zd˚urazneˇme jesˇteˇ jednou, zˇe x1 = x1(t) a x2 = x2(t).
Jestlizˇe det(A)6= 0, pak jediny´m staciona´rn´ım bodem autonomn´ıho syste´mu je bod
(0,0). Je-li det(A) = 0, pak staciona´rn´ıch bod˚u je nekonecˇneˇ mnoho. Druhy´m prˇ´ıpadem
se vsˇak nyn´ı zaby´vat nebudeme a zameˇrˇ´ıme se pouze na prvn´ı prˇ´ıpad.
Pro urcˇen´ı typu singula´rn´ıho bodu vyuzˇ´ıva´me vy´pocˇtu vlastn´ıch cˇ´ısel matice A. Po-
moc´ı dvou vlastn´ıch cˇ´ısel, ktera´ obdrzˇ´ıme vy´pocˇtem, mu˚zˇeme klasifikovat singula´rn´ı bod
(0,0) takto:
• nestabiln´ı uzel, jsou-li obeˇ vlastn´ı cˇ´ısla rea´lna´ kladna´
• stabiln´ı uzel, jsou-li obeˇ vlastn´ı cˇ´ısla rea´lna´ za´porna´
• sedlo, jsou-li obeˇ vlastn´ı cˇ´ısla rea´lna´, ale maj´ı opacˇna´ zname´nka
• nestabiln´ı ohnisko, jsou-li vlastn´ı cˇ´ısla komplexneˇ sdruzˇena´ s kladnou rea´lnou
cˇa´st´ı
• stabiln´ı ohnisko, jsou-li vlastn´ı cˇ´ısla komplexneˇ sdruzˇena´ se za´pornou rea´lnou cˇa´st´ı
• strˇed, jsou-li vlastn´ı cˇ´ısla komplexneˇ sdruzˇena´ s nulovou rea´lnou cˇa´st´ı
Pokud nema´me autonomn´ı syste´m ve tvaru (3.8), ale v obecne´m tvaru (3.7), pak k
urcˇen´ı typu singula´rn´ıho bodu uzˇ´ıva´me tzv. variacˇn´ı matici, cozˇ je v podstateˇ matice
parcia´ln´ıch derivac´ı. Je to tedy matice tvaru:
J(x¯1, x¯2) =
(
f ′1,x1 f
′
1,x2
f ′2,x1 f
′
2,x2
)
,
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kde
f ′1,x1 =
∂f1(x¯1,x¯2)
∂x1
, f ′1,x2 =
∂f1(x¯1,x¯2)
∂x2
,
f ′2,x1 =
∂f2(x¯1,x¯2)
∂x1
, f ′2,x2 =
∂f2(x¯1,x¯2)
∂x2
O tom, jak zjistit typ singula´rn´ıho bodu v tomto prˇ´ıpadeˇ hovorˇ´ı na´sleduj´ıc´ı veˇta.
Veˇta 3.3 Necht’ funkce f1(x1, x2), f2(x1, x2) jsou spojite´ funkce se spojity´mi parcia´ln´ımi
derivacemi druhe´ho rˇa´du v okol´ı bodu (x¯1, x¯2) a nav´ıc plat´ı, zˇe f1(x¯1, x¯2) = f2(x¯1, x¯2) = 0
a det(J(x¯1, x¯2)) 6= 0. Pak bod (x¯1, x¯2) je izolovany´m singula´rn´ım bodem syste´mu (3.7).
Prˇitom tento bod je ohnisko, uzel nebo sedlo syste´mu (3.7), pokud je singula´rn´ım bodem
stejne´ho typu pro syste´m:
x′1 = f
′
1,x1
x1 + f
′
1,x2
x2
x′2 = f
′
2,x1
x1 + f
′
2,x2
x2
Je-li ovsˇem pro tento syste´m strˇedem, pak pro syste´m (3.7) je bod (x¯1, x¯2) strˇedem nebo
ohniskem.
3.4 Modely dynamiky populac´ı
Pokud ma´ diferencia´ln´ı rovnice popisovat dynamiku populace, mus´ıme prˇidat jesˇteˇ dalˇs´ı
pozˇadavky. Velikost populace je vzˇdy neza´porna´, tj. kladna´, nebo nulova´. Proto logicky´m
prˇedpokladem je, zˇe pocˇa´tecˇn´ı velikost populace uvazˇujeme x(t0) ≥ 0. V prˇ´ıpadeˇ modelu
dynamiky v´ıce populac´ı tato podmı´nka samozrˇejmeˇ plat´ı pro pocˇa´tecˇn´ı velikosti vsˇech
populac´ı. Take´ pro rˇesˇen´ı x(t) plat´ı podmı´nka neza´pornosti velikosti populace, tj. x(t) ≥ 0
pro t ∈ 〈t0,+∞) a obdobneˇ u modelu dynamiky v´ıce populac´ı mus´ı by´t toto splneˇno pro
kazˇdou populaci, tj. xi(t) ≥ 0 pro t ∈ 〈t0,+∞) .
Touto u´vahou lze posoudit i spra´vnost modelu (tj. spra´vnost nasˇich prˇedpoklad˚u).
Pokud pro vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky z´ıska´va´me rˇesˇen´ı x(t), ktere´ nenaby´va´ za´porny´ch
hodnot pro zˇa´dne´ t, pak jsou nasˇe prˇedpoklady v porˇa´dku. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ neˇktery´
prˇedpoklad (nebo i v´ıce) neodpov´ıda´ skutecˇnosti a je trˇeba jej zmeˇnit.
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4 Matematicke´ modely dynamiky jedne´ populace
V te´to kapitole se budeme zaby´vat nejjednodusˇsˇ´ı mozˇnost´ı, a to prˇ´ıpadem, kdy mate-
maticky´ model popisuje vy´voj jedine´ populace. Toto nasta´va´ naprˇ´ıklad v prˇ´ıpadeˇ, zˇe se
populace vyv´ıj´ı izolovaneˇ od ostatn´ıch zˇivocˇiˇsny´ch druh˚u, nebo v prˇ´ıpadeˇ, zˇe sice soucˇasneˇ
koexistuje s jiny´mi populacemi, ovsˇem navza´jem se s nimi neovlivnˇuje a vyv´ıj´ı se neza´visle
na nich. Z praxe ovsˇem v´ıme, zˇe vyuzˇit´ı teˇchto model˚u v praxi je znacˇneˇ omezene´, jelikozˇ
ve veˇtsˇineˇ prˇ´ıpad˚u docha´z´ı k tomu, zˇe na vy´voj jednoho zˇivocˇiˇsne´ho druhu ma´ vliv take´
velikost populac´ı druh˚u, ktere´ se zkoumany´m druhem soucˇasneˇ koexistuj´ı. Postupneˇ se
budeme propracova´vat od model˚u nejjednodusˇsˇ´ıch, ktere´ realiteˇ odpov´ıdaj´ı jen za velmi
specificky´ch podmı´nek, azˇ k model˚um slozˇiteˇjˇs´ım, ktere´ da´vaj´ı uspokojivou shodu se stati-
sticky´mi u´daji.
Ve vsˇech zde uvedeny´ch modelech budeme prˇedpokla´dat, zˇe se jedna´ o dynamicky´, de-
terministicky´ model se spojity´m cˇasem a zˇe do vy´voje populace nezasahuj´ı zˇa´dne´ na´hodne´
jevy (beˇzˇneˇ se v biologii vyskytuj´ı velicˇiny, jejichzˇ variabilita je 20%). Pro jednoduchost
nebudeme uvazˇovat ani rozdeˇlen´ı jedinc˚u podle veˇku, pohlav´ı cˇi prostorove´ rozlozˇen´ı.
Jedinou zkoumanou velicˇinou bude velikost populace, tedy pocˇet jedinc˚u.
Budeme prˇedpokla´dat model ve tvaru:
dX
dt
= µ(t,X)X, (4.10)
kde X = X(t) je velikost populace v cˇase t a funkce µ(t,X) se nazy´va´ specificka´ mı´ra
r˚ustu, ktera´ mu˚zˇe za´viset na t, X, ale take´ na dalˇs´ıch parametrech.
Informace o modelech popsany´ch v te´to kapitole byly cˇerpa´ny prˇedevsˇ´ım z [1], u modelu
se zpozˇdeˇn´ım (a cˇa´stecˇneˇ u modelu populace pod predacˇn´ım tlakem) byly k odvozen´ım
vyuzˇity informace z [2].
4.1 Malthus˚uv model
Pod´ıva´me-li se na rovnici (4.10), ihned se da´ tusˇit, zˇe nejjednodusˇsˇ´ı mozˇnost´ı je, pokud
specificka´ mı´ra r˚ustu µ(t,X) je konstantn´ı, tud´ızˇ neza´visla´ na t i X. Pokud dopln´ıme
pocˇa´tecˇn´ı velikost populace v cˇase t = 0, z´ıska´va´me pocˇa´tecˇn´ı proble´m:
dX
dt
= gX
X(0) = X0,
kde g je konstanta. Model ma´ samozrˇejmeˇ smysl pouze v prˇ´ıpadeˇ, zˇe pocˇa´tecˇn´ı velikost
populace bude kladna´. Metodou separace promeˇnny´ch jednodusˇe z´ıska´me rˇesˇen´ı ve tvaru:
X(t) = X0e
gt.
Vid´ıme tedy, zˇe vy´voj populace za´vis´ı hlavneˇ na parametru g, ktery´ nazy´va´me koeficient
r˚ustu. Mohou nastat trˇi mozˇnosti. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe g > 0 populace neomezeneˇ roste a limitneˇ
jde do nekonecˇna. Pro g = 0 se populace nevyv´ıj´ı a jej´ı velikost z˚usta´va´ konstantn´ı. Pokud
g < 0, pak se pocˇet jedinc˚u snizˇuje, tedy populace postupneˇ vymı´ra´. Vy´voj pro jednotlive´
mozˇnosti g pro pocˇa´tecˇn´ı velikost populace 100 jedinc˚u a pro r˚uzne´ hodnoty parametru g
mu˚zˇeme videˇt na obra´zku (1).
Je videˇt, zˇe tento model v praxi nacha´z´ı uplatneˇn´ı pouze ve velmi ma´lo specificky´ch
prˇ´ıpadech, jelikozˇ umozˇnˇuje r˚ust populace nade vsˇechny meze. Shodu se statisticky´mi
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Obra´zek 1: Malthus˚uv model
u´daji da´va´ pouze v prˇ´ıpadeˇ, zˇe se jedna´ o malou populaci a kra´tky´ cˇasovy´ interval, kdy
populaci zkouma´me. Pak se totizˇ jesˇteˇ nestacˇ´ı objevit omezene´ zdroje potravy cˇi vnitro-
druhova´ konkurence.
4.2 Logisticky´ model
Jak jizˇ bylo naznacˇeno v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ, v rea´lne´m prostrˇed´ı jsou pouze omezene´
zdroje potravy a populace tedy nemu˚zˇe r˚ust do nekonecˇna, ale po urcˇite´ dobeˇ se usta´l´ı
na urcˇite´m pocˇtu jedinc˚u. Specificka´ mı´ra r˚ustu µ je proto funkc´ı velikosti populace.
Ve velke´ populaci docha´z´ı k velke´ vnitrodruhove´ konkurenci, cozˇ zvysˇuje u´mrtnost a je
tedy logicke´ prˇedpokla´dat, zˇe µ je funkc´ı klesaj´ıc´ı vzhledem k velikosti populace.
Jednou z mozˇnost´ı, jak zvolit funkci µ tak, aby vyhovovala vy´sˇe uvedene´mu, je zvolit
funkci linea´rn´ı: µ(X) = a − bX, kde koeficient a se nazy´va´ koeficient r˚ustu, b se nazy´va´
koeficient zpomalen´ı r˚ustu a vyjadrˇuje
”
s´ılu“ vnitrodruhove´ konkurence.
Z´ıska´va´me t´ım diferencia´ln´ı rovnici
dX
dt
= (a− bX)X (4.11)
s kladnou pocˇa´tecˇn´ı podmı´nkou X(0) = X0. Rˇesˇen´ı tohoto pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu z´ıska´me
separac´ı promeˇnny´ch a na´sledny´m rozkladem na parcia´ln´ı zlomky:
dX
(a− bX)X = dt∫ X(t)
X0
1
(a− bX)X dX =
∫ t
0
dt
1
a
∫ X(t)
X0
(
b
a− bX +
1
X
)
dX = t
ln
|a− bX0||X|
|a− bX||X0| = at
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Jelikozˇ pomeˇry X
X0
a a−bX0
a−bX jsou kladne´, mu˚zˇeme bez u´jmy na obecnosti absolutn´ı hodnoty
odstranit a po u´praveˇ jizˇ z´ıska´va´me rˇesˇen´ı ve tvaru:
X(t) =
aX0
bX0 + (a− bX0)e−at (4.12)
Nyn´ı se opeˇt pod´ıva´me na chova´n´ı modelu pro konkre´tn´ı hodnoty parametr˚u a, b a
pro r˚uzne´ hodnoty pocˇa´tecˇn´ı velikosti populace X0. Pro koeficient r˚ustu a = 1 a koeficient
zpomalen´ı r˚ustu b = 0, 01 z´ıska´va´me vy´voj populac´ı, ktery´ mu˚zˇeme videˇt na obra´zku 2.
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Obra´zek 2: Logisticky´ model
Tento model ma´ dveˇ staciona´rn´ı rˇesˇen´ı. Pro X(0) = 0 dosta´va´me nestabiln´ı rˇesˇen´ı
X ≡ 0. Pro vsˇechny kladne´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky plat´ı limt→∞X(t) = ab = 100. Tuto
hodnotu znacˇ´ıme K a nazy´va´me ji u´zˇivnost prostrˇed´ı, nebo take´ nosna´ kapacita prostrˇed´ı.
Druhe´ staciona´rn´ı rˇesˇen´ı je tedy X ≡ K, v tomto prˇ´ıpadeˇ se jedna´ o rˇesˇen´ı stabiln´ı. Je-li
pocˇa´tecˇn´ı velikost populace veˇtsˇ´ı nezˇ je hodnota K, pocˇet jedinc˚u klesa´ a limitneˇ se bl´ızˇ´ı
hodnoteˇ K. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe X0 < K, populace se rozr˚usta´ a opeˇt pro jej´ı velikost plat´ı
limt→∞X(t) = K. Jak si ovsˇem mu˚zˇeme vsˇimnout, pro velmi male´ pocˇa´tecˇn´ı hodnoty X0
je prˇ´ır˚ustek nejprve velice pozvolny´ a azˇ po urcˇite´ dobeˇ v populaci dojde k
”
prudke´mu“
r˚ustu. Funkce je tud´ızˇ nejprve konvexn´ı a pote´ prˇecha´z´ı ve funkci konka´vn´ı. Pro kterou
hodnotu X tento prˇechod nasta´va´ zjist´ıme, pokud druhou derivaci polozˇ´ıme rovnu nule.
Z´ıska´va´me:
X ′′ = −bX ′X + (a− bX)X ′ = (a− 2bX)X ′.
Z cˇehozˇ jasneˇ vyply´va´, zˇe ke zlomu docha´z´ı v bodeˇ X = a
2b
= K
2
. Velmi pomaly´ r˚ust
velikosti populace u male´ populace lze vysveˇtlit naprˇ´ıklad t´ım, zˇe mala´ populace nema´
tak dobre´ podmı´nky pro rozmnozˇova´n´ı (teˇzˇke´ hleda´n´ı partnera, ...), nebo t´ım, zˇe v male´
populaci nen´ı tak velky´ uzˇitek z prˇ´ıpadne´ spolupra´ce mezi jedinci.
V prˇ´ırodeˇ se mohou nacha´zet take´ populace, u ktery´ch inflexn´ı bod ma´ jinou hodnotu
nezˇ polovina nosne´ kapacity prostrˇed´ı. Pak je tedy nutne´ modifikovat model tak, abychom
dostali pozˇadovanou hodnotu zlomu. Jednou z mozˇnost´ı je model modifikovat na´sledneˇ:
dX
dt
= βXα(K −X)b,
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kde b, α a β jsou kladne´ parametry. Rˇesˇen´ım te´to diferencia´ln´ı rovnice z´ıska´me model,
ktery´ ma´ pro r˚uzne´ hodnoty teˇchto parametr˚u r˚uzne´ pr˚ubeˇhy v intervalu X ∈ 〈0, K〉 .
Podrobne´ odvozen´ı a prˇ´ıklady pr˚ubeˇhu funkce pro neˇktere´ hodnoty parametr˚u b, α a β
najdeme naprˇ´ıklad v [1].
Tento model da´va´ relativneˇ prˇesne´ vy´sledky v mnoha prˇ´ıpadech, naprˇ´ıklad i v prˇ´ıpadeˇ
vy´voje pocˇtu lid´ı na Zemi. Podrobne´ porovna´n´ı modelu se skutecˇnost´ı mu˚zˇeme naj´ıt v [2],
kde je take´ zna´zorneˇn vy´voj pocˇtu obyvatel v r˚uzny´ch zemı´ch sveˇta.
4.3 Populace pod predacˇn´ım tlakem
Uvazˇujme populaci, ktera´ se nacha´z´ı v prostrˇed´ı, kde se soucˇasneˇ s n´ı nacha´z´ı take´ jej´ı
preda´torˇi (naprˇ. neˇjaky´ druh hmyzu a pta´ci, kterˇ´ı tento hmyz lov´ı). Aby se ovsˇem jednalo
o model dynamiky jedne´ populace, mus´ıme take´ prˇedpokla´dat, zˇe preda´tor se zˇiv´ı nejen
jedinci te´to populace, ale ma´ i jine´ zdroje potravy, na ktere´ se
”
prˇeorientuje,“ pokud je
pocˇet jedinc˚u populace n´ızky´ (tj. dravec ma´ neusta´le dostatek potravy). Oznacˇme tedy
X(t) velikost popisovane´ populace v cˇase t. Pak vy´voj budeme modelovat na´sledovneˇ:
dX
dt
= αX(K −X)− p(X), (4.13)
kde α, K jsou kladne´ konstanty a cˇlen p(X) prˇedstavuje u´tlum v r˚ustu populace vlivem
predace. Jak si mu˚zˇeme vsˇimnout, v prˇ´ıpadeˇ nulove´ho predacˇn´ıho tlaku prˇedpokla´da´me
logisticky´ r˚ust populace.
Pro funkci p(X) nyn´ı uvedeme neˇkolik logicky´ch prˇedpoklad˚u. Funkce p je nekle-
saj´ıc´ı, jelikozˇ pokud je v´ıce korˇisti, preda´tor ji neulov´ı me´neˇ. Da´le p(0) = 0, cozˇ zna-
mena´, zˇe prˇi absenci korˇisti preda´tor lov´ı korˇist jinou. Pokud je uvazˇovana´ populace
obrovska´, preda´tor nelov´ı neomezene´ mnozˇstv´ı potravy, ale pouze tolik, kolik mu stacˇ´ı,
tedy limX→∞ p(X) = a.
Nejjednodusˇsˇ´ı funkce splnˇuj´ıc´ı tyto prˇedpoklady je funkce:
p(X) =
aX2
b2 +X2
.
Z´ıska´va´me model ve tvaru:
dX
dt
= αX(K −X)− aX
2
b2 +X2
(4.14)
Jak vid´ıme, v modelu se nacha´z´ı cela´ rˇada parametr˚u. Pro zjednodusˇen´ı provedeme substi-
tuci, cˇ´ımzˇ dojde k tzv. prˇechodu na bezrozmeˇrne´ velicˇiny (neˇkdy je tento prˇechod nazy´va´n
dimenziona´ln´ı analy´za). Mysˇlenka te´to operace je velice jednoducha´ a spocˇ´ıva´ v tom, zˇe
vhodnou volbou parametr˚u novy´ch dojde k redukci pocˇtu parametr˚u p˚uvodn´ıch. Zaved’me
tedy substituci
u =
X
b
, τ =
a
b
t.
Dosazen´ım pak z´ıska´va´me
du
dτ
=
1
b
dX
dt
dt
dτ
=
1
a
(
αX(K −X)− aX
2
b2 +X2
)
=
1
a
(
αbu(K − bu)− ab
2u2
b2 + b2u2
)
.
Pokud da´le oznacˇ´ıme
r =
bKα
a
, q =
K
b
,
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p˚uvodn´ı rovnice (4.14) se na´m zjednodusˇ´ı na tvar
du
dτ
= ru
(
1− u
q
)
− u
2
1 + u2
= f(u; r, q), (4.15)
ktery´ je mnohem vhodneˇjˇs´ı k dalˇs´ımu zkouma´n´ı.
Singula´rn´ı body te´to rovnice mus´ı splnˇovat f(u; r, q) = 0. Okamzˇiteˇ vid´ıme, zˇe jedno
staciona´rn´ı rˇesˇen´ı je u ≡ 0. Pokud existuje dalˇs´ı rˇesˇen´ı, mus´ı splnˇovat
r
(
1− u
q
)
=
u
1 + u2
. (4.16)
Acˇkoliv je mozˇne´ z´ıskat prˇesne´ analyticke´ rˇesˇen´ı te´to rovnice, je to velice pracne´ , a proto
je vy´hodneˇjˇs´ı rˇesˇit tuto rovnici graficky.
Na obra´zku (3) je cˇerveneˇ vykreslen graf prave´ strany rovnice (4.16) a modrˇe prˇ´ımky
odpov´ıdaj´ıc´ı leve´ straneˇ rovnice pro fixn´ı hodnotu q a r˚uzne´ hodnoty r. Prˇ´ımky odpov´ıdaj´ıc´ı
leve´ straneˇ rovnice vzˇdy procha´zej´ı body [q, 0] a [0, r]. Staciona´rn´ı rˇesˇen´ı jsou body, ve
ktery´ch se graf a prˇ´ımka prot´ınaj´ı.
qu1 u2 u3
r1
r2
Obra´zek 3: Graf leve´ a prave´ strany rovnice (4.16)
Pod´ıva´me-li se na obra´zek (3), vid´ıme, zˇe staciona´rn´ı rˇesˇen´ı u = u2 je nestabiln´ı,
jelikozˇ ∂f
∂u
> 0, zat´ımco u1 a u3 jsou stabiln´ı, protozˇe
∂f
∂u
< 0. Staciona´rn´ı rˇesˇen´ı u = 0 je
nestabiln´ı, jelikozˇ limu→0+
∂f
∂u
= limu→0+ u
[
r
(
1− u
q
)
− u
1+u2
]
> 0.
Meˇjme nyn´ı fixn´ı hodnotu parametru q a zkoumejme, jak se na´m meˇn´ı pocˇet korˇen˚u
rovnice (4.16) v za´vislosti na velikosti parametru r (obdobneˇ lze zafixovat velikost r
a meˇnit velikost q). Jestlizˇe 0 < r < r1, pak prˇ´ımka prot´ına´ krˇivku pouze v jednom
bodeˇ, tud´ızˇ rovnice (4.16) ma´ pouze jeden korˇen a rovnice (4.15) ma´ jedno asymptoticky
stabiln´ı rˇesˇen´ı a nestabiln´ı rˇesˇen´ı u ≡ 0.
Je-li r1 < r < r2, rovnice ma´ trˇi r˚uzne´ korˇeny, jak mu˚zˇeme videˇt na obra´zku (3),
z nichzˇ u1 a u3 jsou, jak jizˇ bylo zmı´neˇno vy´sˇe, asymptoticky stabiln´ı rˇesˇen´ı a zbyla´ dveˇ
jsou nestabiln´ı. V prˇ´ıpadeˇ r > r2 ma´ rovnice opeˇt pouze jeden korˇen a tud´ızˇ opeˇt ma´me
dveˇ staciona´rn´ı rˇesˇen´ı, kde u = 0 je nestabiln´ı a druhe´ rˇesˇen´ı je asymptoticky stabiln´ı.
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Zby´va´ na´m prˇ´ıpad, kdy r = r1, respektive r = r2. V tomto prˇ´ıpadeˇ ma´ rovnice (4.16)
jeden korˇen jednoduchy´ a jeden korˇen dvojna´sobny´.
Pro danou hodnotu q jsme samozrˇejmeˇ schopni hodnoty kriticky´ch hodnot r1 a r2
dopocˇ´ıtat. Zde uvedeme pouze vy´sledny´ vztah pro jejich vy´pocˇet, cele´ odvozen´ı mu˚zˇeme
nale´zt v [1]. Pro fixn´ı hodnotu q rˇesˇ´ıme rovnici
q =
2γ3
γ2 − 1 , (4.17)
cˇ´ımzˇ nalezneme dveˇ kladne´ hodnoty γ, ktere´ dosad´ıme do vztahu
r1,2 =
2γ3
(γ2 + 1)2
(4.18)
a t´ım z´ıska´me kriticke´ hodnoty parametru r.
Nyn´ı proved’me simulaci pro konkre´tn´ı hodnoty q a r a pro r˚uzne´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky u0.
Meˇjme fixn´ı hodnotu q = 15. Pomoc´ı vztah˚u (4.17) a (4.18) zjist´ıme kriticke´ hodnoty
parametr˚u. Pro q = 15 jsou kriticke´ hodnoty r1 = 0, 2619 a r2 = 0, 5372. Pomoc´ı pro-
gramu Matlab provedeme numericke´ experimenty (k rˇesˇen´ı uzˇijeme funkci ode45, ktera´ k
numericke´mu vy´pocˇtu vyuzˇ´ıva´ integracˇn´ı metody Runge-Kutta). Vy´sledky pro hodnoty
r = 0, 2, r = 0, 35, r = r2 = 0, 5372 a r = 0, 7 mu˚zˇeme videˇt na na´sleduj´ıc´ıch obra´zc´ıch.
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u
u1
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Obra´zek 4: vy´voj pro r = 0, 2 Obra´zek 5: vy´voj pro r = 0, 35
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Obra´zek 6: vy´voj pro r = r2 Obra´zek 7: vy´voj pro r = 0, 7
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Teˇmito numericky´mi pokusy jsme si potvrdili to, co jsme teoreticky odvodili. Na prvn´ım
obra´zku vid´ıme vy´voj populace pro r < r1, konkre´tneˇ pro r = 0, 2. Jsou zde opravdu dveˇ
staciona´rn´ı rˇesˇen´ı. Rˇesˇen´ı u ≡ 0 je nestabiln´ı a rˇesˇen´ı u1 = 0, 2056 je asymptoticky sta-
biln´ı. Hodnotu u1 z´ıska´me rˇesˇen´ım rovnice (4.16). Na obra´zku 5 ma´me vykresleny´ vy´voj
populace pro r1 < r < r2, konkre´tneˇ pro hodnotu r = 0, 35. Vy´sledek opeˇt souhlas´ı
s teoreticky´mi vy´pocˇty - u = 0 a u2 = 3, 4008 jsou nestabiln´ı, zat´ımco u1 = 0, 3936
a u3 = 11, 2056 jsou asymptoticky stabiln´ı. Dveˇ asymptoticky stabiln´ı rˇesˇen´ı lze interpre-
tovat naprˇ´ıklad tak, zˇe nizˇsˇ´ı hodnota nasta´va´, pokud se populace korˇisti dostane na u´zemı´
dravce, kde se vyv´ıj´ı, vysˇsˇ´ı hodnota stabiln´ıho rˇesˇen´ı odpov´ıda´ naopak situaci, kdy dravec
prˇijde na u´zemı´ korˇisti. Na obra´zku 6 vid´ıme limitn´ı prˇ´ıpad, kdy r = r2. Jak je z obra´zku
patrne´, hodnota u3 = 1, 0206 je hodnota asymptoticky stabiln´ı, ovsˇem hodnota u1,2, ktera´
je dvojna´sobny´m korˇenem rovnice (4.16), stabiln´ı nen´ı. Je-li velikost populace nizˇsˇ´ı, nezˇ
u1,2, populace se sice limitneˇ bl´ızˇ´ı u1,2, ale prˇi vychy´len´ı smeˇrem k vysˇsˇ´ım hodnota´m u
se velikost populace zacˇne zveˇtsˇovat a limitneˇ bl´ızˇit hodnoteˇ u3. Na posledn´ım obra´zku
vid´ıme vy´voj populace pro r = 0, 7, kde mu˚zˇeme videˇt, zˇe se zde opeˇt nacha´z´ı nestabiln´ı
rˇesˇen´ı u = 0 a asymptoticky stabiln´ı rˇesˇen´ı u3 = 13, 41. Pod´ıva´me-li se na obra´zky (6)
a (7), mu˚zˇeme si vsˇimnout podobnosti. Posledn´ı obra´zek totizˇ vznikne tak, zˇe staciona´rn´ı
rˇesˇen´ı u1,2 z obra´zku (6) ”
zmiz´ı“.Tento jev se nazy´va´ hysterezn´ı efekt. Meˇjme fixn´ı q a pos-
tupneˇ zvysˇujme hodnotu parametru r. Pro r = 0 je u1 = 0 a s rostouc´ım r staciona´rn´ı
rˇesˇen´ı u1 jednodusˇe monotonneˇ roste a to azˇ do doby, kdy r = r2, kdy tento staciona´rn´ı
bod zmiz´ı a staciona´rn´ı bod
”
skocˇ´ı“ na hodnotu u3. Stejneˇ tak pokud snizˇujeme zpeˇt r,
klesa´ hodnota u3 a to azˇ do kriticke´ hodnoty r = r1, kdy u3 zmiz´ı a skokoveˇ se staciona´rn´ı
rˇesˇen´ı prˇesune na hodnotu u1.
Prˇipomenˇme si jesˇteˇ, zˇe velicˇina u je velicˇina, ktera´ vznikla substituc´ı u = X
b
, proto
ve skutecˇnosti neuda´va´ skutecˇny´ pocˇet jedinc˚u populace, ale neˇjaky´ jeho na´sobek.
4.4 Modely se zpozˇdeˇn´ım
Jedn´ım z nedostatk˚u doposud uvazˇovany´ch model˚u je prˇedpoklad, zˇe jedinec je ihned
po sve´m narozen´ı schopen rozmnozˇova´n´ı. V praxi ovsˇem veˇtsˇinou pozorujeme v rozmnozˇo-
va´n´ı zpozˇdeˇn´ı, ktere´ mu˚zˇe by´t zp˚usobeno naprˇ. t´ım, zˇe jedinec nejdrˇ´ıve mus´ı dospeˇt, nezˇ
je schopen reprodukce, poprˇ´ıpadeˇ mu˚zˇeme jako zpozˇdeˇn´ı uvazˇovat take´ dobu teˇhotenstv´ı.
Pocˇet jedinc˚u populace pak neza´vis´ı pouze na velikosti populace v cˇase t, ale take´ na pocˇtu
jedinc˚u v cˇase t− T, kde T > 0 je pra´veˇ zpozˇdeˇn´ı. Obecneˇ lze tedy model se zpozˇdeˇn´ım
zapsat ve tvaru
dX(t)
dt
= f(X(t), X(t− T )). (4.19)
Pro vyrˇesˇen´ı te´to rovnice tud´ızˇ nestacˇ´ı zna´t pouze pocˇa´tecˇn´ı velikost v cˇase t = 0, ale
mus´ı by´t zada´na velikost populace X(t) pro t ∈ 〈−T, 0〉 . Pak azˇ jsme schopni rovnici rˇesˇit.
Jednou z mozˇnost´ı, jak tento model mu˚zˇe vypadat je opeˇt jista´ modifikace logisticke´ho
modelu
dX(t)
dt
= rX(t)
[
1− X(t− T )
K
]
, (4.20)
kde r, K a T jsou pozitivn´ı konstanty. Konstanta K zde hraje opeˇt roli nosne´ kapacity
prostrˇed´ı. Slozˇiteˇjˇs´ım modelem je naprˇ´ıklad
dX(t)
dt
= rX(t)
[
1− 1
K
∫ t
−∞
w(t− s)X(s)ds
]
, (4.21)
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kde w(t) je neˇjaka´ va´hova´ funkce. Blizˇsˇ´ı informace o tomto modelu se mu˚zˇeme dozveˇdeˇt
naprˇ. v [2]. My se budeme da´le zaby´vat pouze rovnic´ı (4.20).
Pod´ıva´me-li se na rovnici (4.20), okamzˇiteˇ vid´ıme, zˇe vy´voj populace za´vis´ı hlavneˇ
na velikosti zlomku X(t−T )
K
. Jestlizˇe X(t−T )
K
> 1, pak se velikost populace zmensˇuje, jelikozˇ
prava´ strana rovnice je za´porna´. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ, tj. X(t−T )
K
< 1, velikost populace
roste.
t1 t1+T t2 t2+T
K
t
x(t)
Obra´zek 8: Schematicke´ rˇesˇen´ı rovnice (4.20)
Na obra´zku (8) vid´ıme schematicke´ rˇesˇen´ı rovnice (4.20). Zˇe tomu tak opravdu je,
objasn´ıme na´sleduj´ıc´ı u´vahou.
Prˇedpokla´dejme, zˇe pro neˇjake´ t1 plat´ı X(t1) = K a da´le, zˇe pro neˇjaky´ cˇas t < t1 je
splneˇna nerovnost X(t − T ) < K. Pak X(t−T )
K
< 1 a z rovnice (4.20) plyne, zˇe velikost
populace roste, jelikozˇ dX(t)
dt
> 0. Jak t roste, dosa´hne cˇasu t = t1, kdy X(t1) = K. Ovsˇem
jelikozˇ zlomek za´vis´ı na velikosti populace v cˇase t − T, je jeho hodnota sta´le mensˇ´ı nezˇ
jedna a velikost populace nada´le roste a to azˇ do hodnoty t = t1 + T. Prˇi te´to hodnoteˇ
X(t− T ) = X(t1) = K, tedy dX(t)dt = 0 a velikost populace se v tomto okamzˇiku nemeˇn´ı.
Pro t1 + T < t < t2 + T plat´ı X(t− T ) > K, a proto dX(t)dt < 0 a velikost populace klesa´.
Takto se deˇje azˇ do cˇasu t = t2+T, kde t2 je cˇas, ve ktere´m X(t2) = K. Od cˇasu t = t2+T
velikost populace opeˇt roste a rˇesˇen´ı tedy osciluje kolem hodnoty K.
Oscilace kolem hodnoty K mohou by´t r˚uzne´ho charakteru. Mu˚zˇe docha´zet k u´tlumu
oscilac´ı v cˇase, zveˇtsˇova´n´ı amplitudy oscilac´ı v cˇase, nebo pro na´s nejzaj´ımaveˇjˇs´ı prˇ´ıpad,
kdy se velikost amplitudy nemeˇn´ı a rˇesˇen´ı je pak periodicke´ v cˇase. Pro periodicke´ rˇesˇen´ı
plat´ı, zˇe pokud tp je perioda, pak X(t+ tp) = X(t) pro vsˇechna t. Z vy´sˇe uvedene´ u´vahy je
logicke´ prˇedpokla´dat, zˇe perioda rˇesˇen´ı je rˇa´du 4T. Numericky´mi vy´pocˇty bylo zjiˇsteˇno, zˇe
periodicke´ rˇesˇen´ı mu˚zˇe nastat pro velky´ rozsah soucˇinu rT, ktery´ je nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı parametr
ovlivnˇuj´ıc´ı chova´n´ı modelu.
Pro dalˇs´ı zkouma´n´ı modelu provedeme dimenziona´ln´ı analy´zu rovnice (4.20). Prˇechodem
na bezrozmeˇrne´ velicˇiny z´ıska´va´me
dX∗
dt∗
= X∗(t∗)[1−X∗(t∗ − T ∗)], (4.22)
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kde X∗ = X
K
, t∗ = tr a T ∗ = rT.
Pokud pro jednoduchost upust´ıme od oznacˇen´ı novy´ch jednotek hveˇzdicˇkou, lze prˇedchoz´ı
rovnici prˇepsat ve tvaru
dX
dt
= X(t)[1−X(t− T )]. (4.23)
Tato rovnice ma´ dva staciona´rn´ı body a to X = 0 a X = 1. Na prvn´ı pohled je patrne´, zˇe
X = 0 je nestabiln´ı, jelikozˇ prˇi male´m vychy´len´ı z te´to hodnoty (tj. pokud se objev´ı neˇjac´ı
jedinci te´to populace) plat´ı dX(t)
dt
> 0. Zaj´ımaveˇjˇs´ı je hodnota X = 1. Jelikozˇ na´s zaj´ıma´
chova´n´ı rˇesˇen´ı v okol´ı tohoto bodu, provedeme linearizaci. Oznacˇme X(t) = 1 + x(t), pak
dosazen´ım do (4.23) obdrzˇ´ıme
dx(t)
dt
= [1 + x(t)][1− 1− x(t− T )] = −x(t− T )− x(t)x(t− T ) ≈ −x(t− T ).
Posledn´ı u´pravu jsme dostali na´sleduj´ıc´ı u´vahou. Chceme prove´st linearizaci pro hodnotu
X = 1. Linearizaci prˇedpokla´da´me ve tvaru X(t) = 1 + x(t), kde x(t) je vy´chylka od
hodnoty X = 1. Pokud tedy X(t) = 1, pak x(t) = 0. Dosazen´ım pak z´ıska´me danou
aproximaci. Mu˚zˇeme proto psa´t
dx(t)
dt
= −x(t− T ). (4.24)
Rˇesˇen´ı te´to rovnice budeme hledat ve tvaru
x(t) = ceλt, (4.25)
kde c je neˇjaka´ konstanta a vlastn´ı cˇ´ıslo λ je rˇesˇen´ım rovnice
λ = −e−λT , (4.26)
kterou z´ıska´me dosazen´ım (4.25) do rovnice (4.24).
Naj´ıt analyticke´ rˇesˇen´ı rovnice (4.26) nen´ı jednoduche´, nicme´neˇ protozˇe na´s zaj´ıma´
pouze stabilita rˇesˇen´ı, budeme se zaby´vat jen rea´lnou cˇa´st´ı λ. Oznacˇme λ = η + iω. Pak
dosazen´ım do (4.26) z´ıska´va´me
λ = −e−(η+iω)T = −e−ηT e−iωT = −e−ηT [cos(ωT )− i sin(ωT )].
Vid´ıme tak, zˇe
η = −e−ηT cosωT, ω = −e−ηT sinωT (4.27)
Nasˇ´ım u´kolem je urcˇit hodnotu T tak, aby η < 0, pak je totizˇ rˇesˇen´ı stabiln´ı (asym-
ptoticky), a urcˇit nejnizˇsˇ´ı hodnotu T, prˇi ktere´ η = 0, tj. prˇ´ıpad, kdy vlastn´ı cˇ´ıslo λ je
ryze imagina´rn´ı. Pak se totizˇ jedna´ o rˇesˇen´ı periodicke´.
Nejprve se budeme zaby´vat prˇ´ıpadem, kdy ω = 0. Pak plat´ı λ = η, cozˇ znamena´, zˇe
vlastn´ı cˇ´ıslo λ je rea´lne´. Dosazen´ım do vy´sˇe uvedeny´ch vztah˚u z´ıska´va´me vztah η = −e−ηT .
Jelikozˇ−e−ηT < 0 pro vsˇechny hodnoty soucˇinu ηT, nemu˚zˇe mı´t tato rovnice kladny´ korˇen.
To znamena´, zˇe pro vsˇechny hodnoty zpozˇdeˇn´ı T ma´ rovnice (4.26) korˇeny λ se za´pornou
rea´lnou cˇa´st´ı a rˇesˇen´ı je tedy pro vsˇechny hodnoty T stabiln´ı.
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Jako druhy´ prˇ´ıpad prˇedpokla´dejme ω 6= 0, tzn. zˇe λ nen´ı rea´lne´, ale komplexn´ı cˇ´ıslo.
Z rovnic (4.27) je videˇt, zˇe pokud ω je rˇesˇen´ı, pak take´ −ω je rˇesˇen´ı. Proto mu˚zˇeme
bez u´jmy na obecnosti prˇedpokla´dat ω > 0. Z prvn´ı rovnice z (4.27) plyne, zˇe η < 0
nasta´va´ v prˇ´ıpadeˇ, pokud 0 < ωT < pi
2
, jelikozˇ −e−ηT < 0 pro vsˇechna ηT. T´ımto jsme
z´ıskali nutnou podmı´nku stability rˇesˇen´ı.
Z prvn´ı rovnice (4.27) plyne, zˇe η = 0 poprve´ nasta´va´ v prˇ´ıpadeˇ ωT = pi
2
. Dosazen´ım
do druhe´ rovnice dosta´va´me ω = 1, jelikozˇ sin(pi
2
) = 1. Dosazen´ım zpeˇt do vy´razu ωT = pi
2
z´ıska´va´me T = pi
2
, cozˇ je tedy nejnizˇsˇ´ı hodnota T, prˇi ktere´ η = 0. Hodnota Tc =
pi
2
se
nazy´va´ kriticke´ zpozˇdeˇn´ı. Prˇechodem zpeˇt do p˚uvodn´ıch jednotek dosta´va´me, zˇe X = K
je stabiln´ı, pokud
0 < rT <
pi
2
a rˇesˇen´ı je periodicke´, pokud je splneˇno rTc =
pi
2
.Hodnotu kriticke´ho zpozˇdeˇn´ı lze v p˚uvodn´ıch
jednotka´ch vyja´drˇit ve tvaru Tc =
pi
2r
. Pokud plat´ı rT > pi
2
, rˇesˇen´ı je nestabiln´ı, cozˇ zna-
mena´, zˇe velikost amplitudy oscilac´ı se s rostouc´ım cˇasem zveˇtsˇuje.
T´ımto jsme z´ıskali vztahy, ktery´mi lze popsat chova´n´ı modelu v za´vislosti na jeho
parametrech. Opeˇt provedeme numericke´ simulace v prostrˇed´ı Matlab. Vyuzˇijeme k tomu
funkci dde23, ktera´ slouzˇ´ı k rˇesˇen´ı diferencia´ln´ıch rovnic se zpozˇdeˇn´ım.
Ve vsˇech prˇ´ıpadech pouzˇ´ıva´me hodnotu u´zˇivnosti prostrˇed´ı K = 100, rovnici rˇesˇ´ıme
pro cˇasovy´ interval t ∈ 〈0, 40〉 , zpozˇdeˇn´ı v modelu je T = pi
2
a ve vsˇech prˇ´ıpadech polozˇ´ıme
pro jednoduchost velikost populace v intervalu t ∈ 〈−pi
2
, 0
〉
rovnu neˇjake´ konstantn´ı hod-
noteˇ X0.
Na prvn´ım obra´zku je vykresleno rˇesˇen´ı pro r = 1. To znamena´, zˇe rT = pi
2
a zpozˇdeˇn´ı
proto naby´va´ kriticke´ hodnoty Tc, prˇi ktere´ je rˇesˇen´ı periodicke´. Jako pocˇa´tecˇn´ı velikost
populace X(0) (prˇesneˇji rˇesˇeno hodnotu velikosti populace pro t ∈ 〈−pi
2
, 0
〉
) jsme zvolili
X(0) = 50.
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Obra´zek 9: Model se zpozˇdeˇn´ım pro rT = pi
2
Vid´ıme, zˇe se opravdu jedna´ o periodicke´ rˇesˇen´ı a perioda rˇesˇen´ı je, jak bylo odvozeno
logickou u´vahou na zacˇa´tku kapitoly, 4T, cozˇ je v nasˇem prˇ´ıpadeˇ 2pi. Du˚kaz a matematicke´
odvozen´ı velikosti periody mu˚zˇeme nale´zt v [2].
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Na obra´zku (10) vid´ıme prˇ´ıpad stabiln´ıho rˇesˇen´ı. Konkre´tneˇ v tomto prˇ´ıpadeˇ byly
pro simulaci voleny na´sleduj´ıc´ı hodnoty: pocˇa´tecˇn´ı velikost populace X0 = 40, r = 0, 8,
plat´ı rT = 0,8pi
2
< pi
2
, a t´ım je splneˇna odvozena´ podmı´nka stability rˇesˇen´ı. Vid´ıme, zˇe
amplituda rˇesˇen´ı se s cˇasem snizˇuje, cozˇ znamena´, zˇe rˇesˇen´ı je asymptoticky stabiln´ı.
Prˇ´ıklad nestabiln´ıho rˇesˇen´ı mu˚zˇeme videˇt na obra´zku (11). V tomto prˇ´ıpadeˇ byli
parametry rovnice voleny na´sledovneˇ: pocˇa´tecˇn´ı velikost populace X0 = 80 a r = 1, 2,
cozˇ implikuje rT = 1, 2 · pi
2
, proto je rˇesˇen´ı v tomto prˇ´ıpadeˇ nestabiln´ı a velikost amplitudy
oscilac´ı se v cˇase zveˇtsˇuje.
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Obra´zek 10: Stabiln´ı rˇesˇen´ı Obra´zek 11: Nestabiln´ı rˇesˇen´ı
Simulacemi v prostrˇed´ı Matlab jsme uka´zali, zˇe na´mi odvozene´ za´veˇry jsou korektn´ı
a zˇe pokud se v modelu vyskytuje zpozˇdeˇn´ı, pak vzˇdy docha´z´ı k oscilaci kolem hodnoty
u´zˇivnosti prostrˇed´ı K. Take´ bylo uka´za´no, zˇe nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ım parametrem modelu je soucˇin
rT. Mu˚zˇeme si take´ vsˇimnout, zˇe chova´n´ı populace je neza´visle´ na pocˇa´tecˇn´ı velikosti
populace, vzˇdy totizˇ docha´z´ı k oscilac´ım pra´veˇ kolem hodnoty K.
Figure 1.12.
Obra´zek 12: Porovna´n´ı skutecˇne´ velikosti populace masarˇky a Nicholsonova modelu
Tento matematicky´ model nasˇel v praxi sˇiroke´ uplatneˇn´ı a shoda s rea´lny´mi daty
byla proka´za´na jizˇ v polovineˇ 20. stolet´ı, kdy Nicholson zkoumal v Austra´lii populaci
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masarˇek, ktera´ zˇije v bl´ızkosti ovc´ı, a zjistil, zˇe velikost populace se vyv´ıj´ı podle tohoto
modelu s periodou prˇiblizˇneˇ 35 azˇ 40 dn˚u. Porovna´n´ı rea´lny´ch dat a Nicholsonova modelu
mu˚zˇeme videˇt na obra´zku 12, ktery´ byl prˇevzat z [2].
Dalˇs´ım prˇ´ıkladem oveˇrˇen´ı tohoto modelu v praxi jsou za´veˇry australske´ho matematika
Roberta M. Maye, ktery´ se zaby´val vy´vojem populace lumı´k˚u v Kanadeˇ. V tomto prˇ´ıpadeˇ
byla perioda prˇiblizˇneˇ 4 roky, prˇicˇemzˇ brˇezost u lumı´k˚u trva´ 0,72 roku. Posledn´ı aplikaci
modelu, kterou zde uvedeme, je popis vy´voje hrabosˇ˚u ve skotsky´ch hora´ch. T´ımto se
zaby´val David Stirzaker, ktery´ sve´ vy´sledky zverˇejnil v roce 1975 a zjistil, zˇe perioda
vy´voje populace hrabosˇ˚u je 4 roky, cozˇ je opeˇt prˇiblizˇneˇ 4T, jelikozˇ doba brˇezosti je
T = 0, 75 roku.
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5 Matematicke´ modely koexistence dvou populac´ı
V te´to kapitole budeme prˇedpokla´dat dveˇ navza´jem se ovlivnˇuj´ıc´ı populace, ktere´ oby´vaj´ı
stejne´ u´zemı´. Stejneˇ jako v prˇedchoz´ı kapitole si za nezna´mou vybereme velikosti populac´ı,
ktere´ oznacˇ´ıme X(t) a Y (t). Stejneˇ tak jako v prvn´ı kapitole take´ nebudeme uvazˇovat
rozdeˇlen´ı podle pohlav´ı a veˇkovou strukturu populace.
Pokud by se populace navza´jem neovlivnˇovali, z´ıskali bychom dveˇ neza´visle´ rovnice
ve tvaru:
dX
dt
= (a1 − b1X)X,
dY
dt
= (a2 − b2Y )Y,
kde a1, a2, b1, b2 jsou kladne´ konstanty. Jelikozˇ se ovsˇem populace navza´jem neovlivnˇuj´ı,
rˇesˇen´ı teˇchto rovnic bychom hledali stejneˇ jako v prvn´ı kapitole. Pokud vsˇak velikost
jedne´ populace ovlivnˇuje velikost populace druhe´, mus´ı by´t tato skutecˇnost v rovnici
take´ zachycena. Lze prˇedpokla´dat, zˇe mı´ra ovlivneˇn´ı je u´meˇrna´ pravdeˇpodobnosti setka´n´ı
jedinc˚u uvazˇovany´ch druh˚u. Tuto pravdeˇpodobnost lze povazˇovat za u´meˇrnou soucˇinu
velikost´ı populac´ı. Z´ıska´va´me tud´ızˇ na´sleduj´ıc´ı soustavu diferencia´ln´ıch rovnic
dX
dt
= (a1 − b1X)X + c1XY,
dY
dt
= (a2 − b2Y )Y + c2XY,
kde c1 a c2 jsou rea´lna´ cˇ´ısla. Pokud c1 > 0, pak druha´ populace, jej´ızˇ velikost ma´me
oznacˇenu jako Y (t), podporuje r˚ust populace prvn´ı, jej´ızˇ velikost znacˇ´ıme X(t). Pokud
naopak druha´ populace brzd´ı r˚ust prvn´ı populace, pak c1 < 0. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe druha´
populace neovlivnˇuje velikost velikost prvn´ı, je c1 = 0. Obdobneˇ zname´nko konstanty c2
urcˇuje vliv populace prvn´ı na vy´voj populace druhe´.
Podle zname´nek koeficient˚u c1 a c2 mu˚zˇeme rozeznat tyto vztahy mezi populacemi
+ + mutualismus (symbio´za)
+ − predace (parazitismus)
+ 0 komensalismus
− − konkurence
− 0 amensalismus
0 0 neutralismus
Vsˇechny tyto vztahy se v prˇ´ırodeˇ vyskytuj´ı a je mozˇne´ nale´zt velke´ mnozˇstv´ı prˇ´ıklad˚u,
uved’me si tedy neˇktere´ z nich. Prˇ´ıkladem symbio´zy mu˚zˇe by´t naprˇ. vztah mezi rostlinou
a jej´ım opylovacˇem nebo morˇske´ sasanky a rybky klauna ocˇkate´ho. Z biologicke´ho hlediska
se pojmy predace a parazitismus rozliˇsuj´ı, prˇicˇemzˇ u predace mluv´ıme o vztahu dravec
- korˇist a u parazitismu o vztahu parazit - hostitel. Oba tyto vztahy jsou vsˇak mode-
lova´ny stejny´mi rovnicemi, proto tyto pojmy pro nasˇe potrˇeby ztotozˇn´ıme. Jako prˇ´ıklad
parazitismu mu˚zˇeme uve´st tasemnici bezbrannou, ktera´ parazituje ve strˇevech cˇloveˇka
a t´ım mu sˇkod´ı. Prˇ´ıkladem komensalismu mohou by´t neˇkterˇ´ı za´stupci strˇevn´ı mikroflo´ry,
kterˇ´ı se zˇiv´ı zbytky potravy hostitele, ale hostili nesˇkod´ı.
30
5.1 Model konkurence
Nejprve se budeme zaby´vat modelem konkurence mezi dveˇma biologicky´mi druhy. To
znamena´ prˇ´ıpadem, kdy dveˇ populace zˇij´ıc´ı na stejne´m u´zemı´ souperˇ´ı o omezene´ zdroje.
Veˇtsˇinou omezeny´mi zdroji mysl´ıme potravu, pitnou vodu, u´zemı´, nebo u rostlin slunecˇn´ı
svit. Prˇi popisu tohoto modelu budeme vycha´zet hlavneˇ z [2] a [4].
Uvazˇujme tzv. Lotk˚uv-Volterr˚uv model s velikostmi populac´ı X(t) a Y (t). Prˇedpokla´-
dejme take´, zˇe populace maj´ı logisticky´ r˚ust v prˇ´ıpadeˇ absence konkurencˇn´ı populace.
Z´ıska´va´me pak na´sleduj´ıc´ı syste´m diferencia´ln´ıch rovnic:
dX
dt
= r1X
(
1− X
K1
− b12 Y
K1
)
,
dY
dt
= r2Y
(
1− Y
K2
− b21 X
K2
)
,
(5.28)
kde r1, r2, K1, K2, b12 a b21 jsou kladne´ konstanty. Konstanty r1 a r2 jsou koeficienty
r˚ustu populac´ı X a Y a konstanty K1 a K2 jsou odpov´ıdaj´ıc´ı nosne´ kapacity prostrˇed´ı
(tj. hodnoty, na ktery´ch by se velikost dane´ populace usta´lila v prˇ´ıpadeˇ absence populace
konkurencˇn´ı). Mı´ra vlivu Y na X je da´na konstantou b12 a b21 uda´va´, jak moc je Y
ovlivneˇna´ populac´ı X.
Prˇechodem na bezrozmeˇrne´ jednotky, tj. volbou
u1 =
X
K1
, u2 =
Y
K2
, τ = r1t
z´ıska´va´me model ve tvaru
du1(τ)
dτ
= u1
(
1− u1 − b12
K1
K2u2
)
,
du2(τ)
dτ
=
r2
r1
u2
(
1− u2 − b21
K2
K1u1
)
.
Pokud oznacˇ´ıme
ρ =
r2
r1
, a12 = b12
K2
K1
, a21 = b21
K1
K2
,
z´ıska´me vy´sledne´ rovnice po dimenziona´ln´ı analy´ze ve tvaru
du1(τ)
dτ
= u1 (1− u1 − a12u2) = f1(u1, u2),
du2(τ)
dτ
= ρu2 (1− u2 − a21u1) = f2(u1, u2).
(5.29)
Tento syste´m ma´ cˇtyrˇi body singularity:
u∗1 = u
∗
2 = 0; u
∗
1 = 0, u
∗
2 = 1; u
∗
1 = 1, u
∗
2 = 0;
u∗1 =
1− a12
1− a12a21 , u
∗
2 =
1− a21
1− a12a21 .
(5.30)
Samozrˇejmeˇ cˇtvrty´ staciona´rn´ı bod v (5.30) ma´ smysl pouze za prˇedpokladu, zˇe u∗1 > 0,
u∗2 > 0 a obeˇ hodnoty jsou konecˇne´. Automaticky proto mus´ıme pozˇadovat a12a21 6= 1.
Zda tento staciona´rn´ı bod existuje cˇi nikoliv vid´ıme, pokud vykresl´ıme ve fa´zove´m prostoru
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u1, u2 tzv. nulkliny, cozˇ jsou krˇivky splnˇuj´ıc´ı f1(u1, u2) = 0 a f2(u1, u2) = 0. Jak mu˚zˇeme
videˇt z (5.29), nulkliny jsou v nasˇem prˇ´ıpadeˇ prˇ´ımky splnˇuj´ıc´ı
1− u1 − a12u2 = 0, 1− u2 − a21u1 = 0.
Staciona´rn´ı bod existuje, pokud tyto dveˇ prˇ´ımky maj´ı pr˚usecˇ´ık v prvn´ım kvadrantu.
Pokud jsou rovnobeˇzˇne´, nebo se prot´ınaj´ı v jine´m kvadrantu, syste´m ma´ pouze trˇi vy´sˇe
uvedene´ staciona´rn´ı body.
Je videˇt, zˇe to, jestli cˇtvrty´ staciona´rn´ı bod existuje, cˇi nikoliv, za´vis´ı na velikosti
koeficient˚u a12 a a21. Mohou nastat cˇtyrˇi mozˇnosti.
(a) a12 < 1 a a21 < 1, pak u
∗
1 > 0 a u
∗
2 > 0 a cˇtvrty´ staciona´rn´ı bod existuje;
(b) a12 > 1 a a21 > 1, pak u
∗
1 > 0 a u
∗
2 > 0 a cˇtvrty´ staciona´rn´ı bod existuje;
(c) a12 < 1, a21 > 1, pak syste´m ma´ pouze trˇi staciona´rn´ı body;
(d) a12 > 1, a21 < 1, pak syste´m ma´ pouze trˇi staciona´rn´ı body;
Pro lepsˇ´ı prˇedstavu jsou vsˇechny cˇtyrˇi mozˇnosti graficky zna´zorneˇny na obra´zku (13),
ktery´ byl prˇevzat z [2].
(a) (b)
(c) (d)
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Obra´zek 13: Nulkliny modelu (5.29)
Da´le na´s samozrˇejmeˇ bude zaj´ımat typ singularity v jednotlivy´ch bodech. K tomu na´m
slouzˇ´ı, jak bylo jizˇ zmı´neˇno v u´vodn´ı kapitole, tzv. variacˇn´ı matice.
J(u∗1, u
∗
2) =
(
f ′1,u1 f
′
1,u2
f ′2,u1 f
′
2,u2
)
=
(
1− 2u∗1 − a12u∗2 −u∗1a12
−ρu∗2a21 ρ(1− 2u∗2 − a21u∗1)
)
(5.31)
Pro zjiˇsteˇn´ı typu singularity v jednotlivy´ch bodech nyn´ı do variacˇn´ı matice dosad´ıme
hodnoty jednotlivy´ch bod˚u singularity.
Bod (0, 0) je nestabiln´ı uzel, jelikozˇ obeˇ vlastn´ı cˇ´ısla variacˇn´ı matice jsou rea´lna´ kladna´.
J(0, 0) =
(
1 0
0 ρ
)
⇒ λ1 = 1, λ2 = ρ.
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Pro bod (1, 0) je jizˇ situace o neˇco slozˇiteˇjˇs´ı. Variacˇn´ı matice a odpov´ıdaj´ıc´ı vlastn´ı
cˇ´ısla jsou
J(1, 0) =
( −1 −a12
0 ρ(1− a21)
)
⇒ λ1 = −1, λ2 = ρ(1− a21).
λ1 je tedy vzˇdy za´porne´ cˇ´ıslo a stabilita za´vis´ı na velikosti λ2. Pokud a21 > 1, pak λ2 < 0
a bod (1, 0) je stabiln´ı uzel. V prˇ´ıpadeˇ a21 < 1 je λ2 kladna´ a bod (1, 0) je sedlo.
Obdobna´ situace je u bodu (0, 1).
J(0, 1) =
(
1− a12 0
−ρa21 −ρ
)
⇒ λ1 = −ρ, λ2 = (1− a12).
λ1 je opeˇt vzˇdy za´porna´, v prˇ´ıpadeˇ a12 > 1 je i λ2 < 0 a bod (0, 1) je opeˇt asymptoticky
stabiln´ı, jelikozˇ se jedna´ o stabiln´ı uzel, v prˇ´ıpadeˇ a12 < 1 se jedna´ opeˇt o sedlo.
Konecˇneˇ variacˇn´ı matice posledn´ıho bodu z (5.30), tj. bodu u∗1 =
1−a12
1−a12a21 , u
∗
2 =
1−a21
1−a12a21
je tvaru
J(u∗1, u
∗
2) =
(
1− 2(1−a12)
1−a12a21 −
a12(1−a21)
1−a12a21 −
a12(1−a12)
1−a12a21
−ρa21 (1−a21)1−a12a21 ρ
(
1− 2(1−a21)
1−a12a21 −
a21(1−a12)
1−a12a21
) )
=
1
1− a12a21
(
a12 − 1 a12(a12 − 1)
ρa21(a21 − 1) ρ(a21 − 1)
)
Odpov´ıdaj´ıc´ı vlastn´ı cˇ´ısla lze vyja´drˇit ve tvaru
λ1,2 =
trJ ±√(trJ)2 − 4 det J
2(1− a12a21)
=
[a12 − 1 + ρ(a21 − 1)]±
√
[a12 − 1 + ρ(a21 − 1)]2 − 4ρ(1− a12a21)(a12 − 1)(a21 − 1)
2(1− a12a21) .
(5.32)
Jak jizˇ bylo zmı´neˇne´ vy´sˇe, tento cˇtvrty´ singula´rn´ı bod existuje, pokud a12 < 1 a a21 < 1,
nebo a12 > 1 a a21 > 1.
V prˇ´ıpadeˇ a12 < 1, a21 < 1 vid´ıme, zˇe jmenovatel (5.32) je kladny´, trJ < 0, a detA > 0.
Proto λ1 < 0, λ2 < 0 a bod (u
∗
1, u
∗
2) je stabiln´ım uzlem.
Pokud a12 > 1 a a21 > 1, determinant (5.32) je za´porny´, trA > 0 a detA < 0. Proto
vy´raz pod odmocninou je v absolutn´ı hodnoteˇ veˇtsˇ´ı nezˇ stopa matice A a vlastn´ı cˇ´ısla
maj´ı tedy r˚uzna´ zname´nka, tj. λ1 < 0 a λ2 > 0. Bod (u
∗
1, u
∗
2) je proto sedlem.
Proved’me nyn´ı opeˇt simulace v prostrˇed´ı Matlab pro r˚uzne´ hodnoty parametr˚u tak,
abychom si oveˇrˇili teoreticky odvozene´ vy´sledky. K numericke´mu vy´pocˇtu opeˇt pouzˇijeme
funkci ode45, ktera´ k numericke´mu vy´pocˇtu vyuzˇ´ıva´ integracˇn´ı metody Runge-Kutta.
Pro vsˇechny simulace bylo voleno ρ = 0, 1. Ve vsˇech prˇ´ıpadech je simulace provedena
pro neˇkolik pocˇa´tecˇn´ıch velikost´ı populac´ı, ktere´ se nacha´zej´ı
”
na okraj´ıch“ vykreslene´
oblasti, tj. cˇtverce (0; 1, 5)×(0; 1, 5). Nen´ı samozrˇejmeˇ mozˇne´ volit pocˇa´tecˇn´ı velikost jedne´
populace nulovou. Proto pocˇa´tecˇn´ı velikost na teˇchto okraj´ıch byla volena ui = 0, 001.
Tj. simulace jsou provedeny pro pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı (0, 001; i), (1, 5; i), (i; 0, 001)
a (i; 1, 5), kde i ∈ 〈0; 1, 5〉 . Prvn´ım za´veˇrem je, zˇe bod (0, 0) je vzˇdy nestabiln´ı uzel. Jelikozˇ
tomu tak je ve vsˇech prˇ´ıpadech, nebudeme se t´ımto bodem da´le v jednotlivy´ch prˇ´ıpadech
zaby´vat.
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Na obra´zku (14) ma´me zna´zorneˇnu tzv. silnou konkurenci. Volili jsme a12 = 2 a a21 = 3.
T´ım je splneˇna podmı´nka existence cˇtvrte´ho singula´rn´ıho bodu, jehozˇ sourˇadnice jsou
podle (5.30)
u∗1 =
1− a12
1− a12a21 =
−1
1− 2 · 3 = 0, 2
u∗2 =
1− a21
1− a12a21 =
−2
1− 2 · 3 = 0, 4.
Podle teoreticky´ch za´veˇr˚u, ktere´ jsme odvodili drˇ´ıve, by prˇi volbeˇ a12 > 1, a21 > 1 meˇl
by´t tento singula´rn´ı bod sedlem. To je v nasˇem prˇ´ıpadeˇ, jak vid´ıme z obra´zku, splneˇno.
Vid´ıme, zˇe pro te´meˇrˇ vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı (u10 , u20) trajektorie smeˇrˇuj´ı
bud’ do bodu (1, 0), nebo do bodu (0, 1). Tyto dva body jsou stabiln´ı uzly. Z biologicke´ho
hlediska to znamena´, zˇe prˇezˇ´ıva´ pouze jedna populace a druha´ vymı´ra´. Dokonce vid´ıme,
zˇe celou oblast lze rozdeˇlit pomyslnou krˇivkou, ktera´ na´m oddeˇluje dveˇ oblasti, pro ktere´
plat´ı, zˇe pokud v´ıme, ve ktere´ oblasti se nacha´z´ı pocˇa´tecˇn´ı velikost populace, pak jsme
schopni rˇ´ıct, ktera´ populace prˇezˇije a ktera´ vymrˇe.
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Obra´zek 14: Silna´ konkurence Obra´zek 15: Slaba´ konkurence
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Obra´zek 16: Dominance prvn´ıho druhu Obra´zek 17: Dominance druhe´ho druhu
Na obra´zku (15) nalezneme prˇ´ıklad tzv. slabe´ konkurence, ktery´ odpov´ıda´ situaci
a12 < 1, a21 < 1. Je to jediny´ prˇ´ıpad, kdy prˇezˇ´ıvaj´ı obeˇ souperˇ´ıc´ı populace a jejich velikost
se pro te´meˇrˇ vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı bl´ızˇ´ı hodnota´m (u∗1, u
∗
2), prˇicˇemzˇ tyto
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hodnoty jsou nizˇsˇ´ı nezˇ nosne´ kapacity prostrˇed´ı K1 a K2 jednotlivy´ch populac´ı. Simulace
je opeˇt provedena pro konkre´tn´ı hodnoty parametr˚u, a to pro a12 = 0, 8 a a21 = 0, 7.
Odpov´ıdaj´ıc´ı bod singularity ma´ dle (5.30) sourˇadnice
u∗1 =
1− a12
1− a12a21 =
0, 2
1− 0, 7 · 0, 8 = 0, 455
u∗2 =
1− a21
1− a12a21 =
0, 3
1− 0, 7 · 0, 8 = 0, 682.
Z vy´sˇe uvedene´ho a z obra´zku jasneˇ vyply´va´, zˇe bod (u∗1, u
∗
2) je stabiln´ım uzlem a body
(1, 0) a (0, 1) jsou sedla, cozˇ opeˇt odpov´ıda´ odvozeny´m vy´sledk˚um.
Na obra´zc´ıch (16) a (17) ma´me dva velice podobne´ prˇ´ıpady. Jedna´ se o dominanci
jednoho druhu, ktera´ nasta´va´, v prˇ´ıpadeˇ a12 < 1 a a21 > 1, nebo a12 > 1 a a21 < 1.
Jak vid´ıme, tak v tomto prˇ´ıpadeˇ existuj´ı pouze trˇi body singularity. Pro te´meˇrˇ vsˇechny
pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı smeˇrˇuj´ı vsˇechny trajektorie do jednoho z bod˚u singularit.
V prˇ´ıpadeˇ dominance prvn´ıho druhu to je do bodu (1, 0), v prˇ´ıpadeˇ dominance druhe´ho
druhu do bodu (0, 1). Tento bod je tedy stabiln´ım uzlem. Druhy´ z bod˚u je pak sedlem.
Opeˇt tedy docha´z´ı k tomu, zˇe jedna populace prˇezˇ´ıva´, zat´ımco druha´ vymı´ra´. Na rozd´ıl
od silne´ konkurence zde ovsˇem to, ktera´ prˇezˇije a ktera´ vymrˇe, neza´lezˇ´ı na pocˇa´tecˇn´ı
podmı´nce, ale na koeficientech a12, a21.
Tento model je v prˇ´ırodeˇ velice d˚ulezˇity´, jelikozˇ konkurence je v prˇ´ırodeˇ hojneˇ rozsˇ´ıˇrena´.
Zde jsme uvedli pouze za´kladn´ı model zahrnuj´ıc´ı konkurenci dvou biologicky´ch druh˚u.
V prˇ´ırodeˇ jsou samozrˇejmeˇ vztahy mnohem slozˇiteˇjˇs´ı a cˇasto o omezene´ zdroje souperˇ´ı
v´ıce zˇivocˇiˇsny´ch druh˚u. Informace o slozˇiteˇjˇs´ıch modelech lze nale´zt naprˇ. v [4] nebo v
[2], kde je popsa´n take´ model konkurence s prostorovy´m rozdeˇlen´ım. I t´ımto modelem
se zaby´valo mnoho matematik˚u. Jako prˇ´ıklad uved’me model konkurence cˇloveˇka nean-
drta´lske´ho a cˇloveˇka moudre´ho, ktery´ rozpracoval v 90. letech 20. stolet´ı J. C. Flores.
5.2 Model symbio´zy
V prˇedchoz´ı kapitole jsme uvazˇovali dveˇ populace, ktere´ oby´vaj´ı stejne´ u´zemı´ a souperˇ´ı
o omezene´ zdroje potravy. To znamenalo, zˇe prˇ´ıtomnost jednoho druhu snizˇuje sˇance na
prˇezˇit´ı populace druhe´. V te´to kapitole bude situace opacˇna´ - budeme uvazˇovat dveˇ pop-
ulace, ktere´ se vza´jemneˇ podporuj´ı, tj. prˇ´ıtomnost jedinc˚u prvn´ı populace podporuje r˚ust
populace druhe´ a naopak. Za´kladn´ım zdrojem informac´ı pro tuto kapitolu byly publikace
[7], [2] a [4].
Opeˇt budeme prˇedpokla´dat model s velikostmi populac´ı X(t), Y (t) a logisticky´m
r˚ustem populace v prˇ´ıpadeˇ absence populace druhe´. Z´ıska´va´me t´ım na´sleduj´ıc´ı syste´m
diferencia´ln´ıch rovnic:
dX
dt
= r1X
(
1− X
K1
+ b12
Y
K1
)
,
dY
dt
= r2Y
(
1− Y
K2
+ b21
X
K2
)
,
(5.33)
kde r1, r2, K1, K2, b12 a b21 jsou kladne´ konstanty. Konstanty r1 a r2 oznacˇuj´ı koeficienty
r˚ustu populac´ı X(t) a Y (t), K1 a K2 jsou odpov´ıdaj´ıc´ı nosne´ kapacity prostrˇed´ı. Konstanta
b12 uda´va´ mı´ru vlivu Y na X a b21 uda´va´, jak moc X ovlivnˇuje Y.
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Opeˇt je pro na´s vy´hodneˇjˇs´ı prˇej´ıt na bezrozmeˇrne´ jednotky, proto oznacˇme
u1 =
X
K1
, u2 =
Y
K2
, τ = r1t, ρ =
r2
r1
a12 = b12
K2
K1
, a21 = b21
K1
K2
.
Dosazen´ım a na´slednou u´pravou z´ıska´me model
du1(τ)
dτ
= u1 (1− u1 + a12u2) = f1(u1, u2),
du2(τ)
dτ
= ρu2 (1− u2 + a21u1) = f2(u1, u2).
(5.34)
T´ım jsme z´ıskali soustavu dvou diferencia´ln´ıch rovnic se trˇemi parametry mı´sto p˚uvodn´ıch
parametr˚u sˇesti. Tento syste´m ma´ cˇtyrˇi singula´rn´ı body
u∗1 = u
∗
2 = 0; u
∗
1 = 0, u
∗
2 = 1; u
∗
1 = 1, u
∗
2 = 0;
u∗1 =
1 + a12
1− a12a21 , u
∗
2 =
1 + a21
1− a12a21 .
(5.35)
Jelikozˇ pozˇadujeme u∗1 > 0, u
∗
2 > 0, nutny´m prˇedpokladem existence cˇtvrte´ho singula´rn´ıho
bodu je a12a21 < 1.
Jako vzˇdy si urcˇ´ıme variacˇn´ı matici soustavy
J(u∗1, u
∗
2) =
(
f ′1,u1 f
′
1,u2
f ′2,u1 f
′
2,u2
)
=
(
1− 2u∗1 + a12u∗2 u∗1a12
ρu∗2a21 ρ(1− 2u∗2 + a21u∗1)
)
(5.36)
a pro zjiˇsteˇn´ı typu singularity v jednotlivy´ch bodech dosad´ıme sourˇadnice teˇchto bod˚u.
Bod (0, 0) je nestabiln´ı uzel, jelikozˇ
J(0, 0) =
(
1 0
0 ρ
)
⇒ λ1 = 1, λ2 = ρ.
Body (1, 0) a (0, 1) jsou sedla, jelikozˇ vlastn´ı cˇ´ısla odpov´ıdaj´ıc´ıch variacˇn´ıch matic jsou
rea´lna´ s r˚uzny´mi zname´nky, tj. λ1 < 0, λ2 > 0
J(1, 0) =
( −1 a12
0 ρ(1 + a21)
)
⇒ λ1 = −1, λ2 = ρ(1 + a21),
J(0, 1) =
(
1 + a12 0
ρa21 −ρ
)
⇒ λ1 = −ρ, λ2 = (1 + a12).
Nejslozˇiteˇjˇs´ı je opeˇt situace u cˇtvrte´ho singula´rn´ıho bodu, tj. u bodu u∗1 =
1+a12
1−a12a21 ,
u∗2 =
1+a21
1−a12a21 . Variacˇn´ı matice je tvaru
J(u∗1, u
∗
2) =
(
1− 2(1+a12)
1−a12a21 +
a12(1+a21)
1−a12a21
a12(1+a12)
1−a12a21
ρa21
(1+a21)
1−a12a21 ρ
(
1− 2(1+a21)
1−a12a21 +
a21(1−a12)
1−a12a21
) )
=
1
1− a12a21
( −1− a12 a12(1 + a12)
ρa21(1 + a21) ρ(−1− a21)
)
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Odpov´ıdaj´ıc´ı vlastn´ı cˇ´ısla lze vyja´drˇit ve tvaru
λ1,2 =
trJ ±√(trJ)2 − 4 det J
2(1− a12a21)
=
[−1− a12 − ρ(1 + a21)]±
√
[−1− a12 − ρ(1 + a21)]2 − 4ρ(1− a12a21)(1 + a12)(1 + a21)
2(1− a12a21) .
(5.37)
Z (5.37) je jasneˇ videˇt, zˇe trJ < 0, detJ > 0 a jmenovatel je kladny´ z podmı´nky existence
cˇtvrte´ho singula´rn´ıho bodu. Da´le plat´ı (viz [2]), zˇe vy´raz pod odmocninou je za podmı´nky
1−a12a21 > 0 vzˇdy kladny´. Proto vlastn´ı cˇ´ısla odpov´ıdaj´ıc´ı bodu (u∗1, u∗2) jsou obeˇ za´porna´
a bod je stabiln´ım uzlem.
V prˇ´ıpadeˇ, zˇe nen´ı splneˇna podmı´nka existence cˇtvrte´ho singula´rn´ıho bodu, tj. v prˇ´ıpadeˇ
a12a21 > 1, docha´z´ı k neomezene´mu r˚ustu obou populac´ı, plat´ı tedy limt→∞ u1 = ∞,
limt→∞ u2 =∞.
Vid´ıme, zˇe u modelu symbio´zy dvou biologicky´ch druh˚u nen´ı nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ım parame-
trem velikost jednotlivy´ch koeficient˚u a12 a a21, ale velikost jejich soucˇinu. Rozliˇsili jsme
proto dva prˇ´ıpady, a to na prˇ´ıpad a12a21 > 1 a a12a21 < 1. Proved’me simulace pro tyto
dva prˇ´ıpady.
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Obra´zek 18: Symbio´za Obra´zek 19: Neomezeny´ r˚ust
Na obra´zku (18) ma´me simulaci pro hodnoty parametr˚u a12 = 0, 3, a21 = 0, 4 a ρ = 0, 1.
Touto volbou je splneˇna podmı´nka 1 − a12a21 > 0, tzn. podmı´nka existence cˇtvrte´ho
singula´rn´ıho bodu, jehozˇ sourˇadnice lze urcˇit ze vztahu (5.35)
u∗1 =
1 + a12
1− a12a21 =
1, 3
1− 0, 12 = 1, 477,
u∗2 =
1 + a21
1− a12a21 =
1, 4
1− 0, 12 = 1, 591.
Stejneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ konkurence jsme volili pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı z okraje vykreslene´
oblasti (hrany cˇtverce). Vid´ıme, zˇe pro te´meˇrˇ vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky se velikost popu-
lac´ı limitneˇ bl´ızˇ´ı do bodu (u∗1, u
∗
2), ktery´ je stabiln´ım uzlem. Tyto hodnoty jsou vysˇsˇ´ı nezˇ
nosne´ kapacity prostrˇed´ı K1, K2 pro jednotlive´ populace, cozˇ je da´no pra´veˇ prospeˇsˇnost´ı
symbio´zy obou druh˚u.
Plat´ı-li 1 − a12a21 < 0, jak je tomu v prˇ´ıpadeˇ obra´zku (19), kde a12 = 2, a21 = 3
a ρ = 0, 2, existuj´ı pouze trˇi body singularity. Du˚sledkem toho je fakt, zˇe pro te´meˇrˇ
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vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky (u10 , u20) docha´z´ı k neomezene´mu r˚ustu velikosti populac´ı,
cozˇ samozrˇejmeˇ ve skutecˇnosti nemu˚zˇe nastat vlivem omezeny´ch zdroj˚u potravy a u´zemı´.
Proto tento prˇ´ıpad nelze povazˇovat za rea´lny´.
5.3 Lotk˚uv-Volterr˚uv model spolecˇenstva dravec-korˇist
V na´sleduj´ıc´ıch dvou kapitola´ch se budeme zaby´vat modely vztahu dravec-korˇist (parazit-
hostitel). To znamena´, zˇe jedna populace je zdrojem potravy (cˇasto zdrojem jediny´m)
populace druhe´.
Prvn´ı kapitola je veˇnova´na Lotkoveˇ-Volterrovu modelu, ktery´ je jedn´ım z nejstarsˇ´ıch
model˚u a vycha´zeli z neˇj i dalˇs´ı matematici. Uzˇ doprˇedu je ale nutne´ uve´st, zˇe tento model
obsahuje neˇktere´ nerealisticke´ prvky, ktere´ byly odstraneˇny v modelech slozˇiteˇjˇs´ıch.
Model je pojmenova´n po matematic´ıch, kterˇ´ı diferencia´ln´ı rovnici popisuj´ıc´ı vztah
dravec-korˇist neza´visle na sobeˇ navrhli a rˇesˇili. Prvn´ım z nich je Vito Volterra, ktery´ se
snazˇil matematicky popsat kol´ısa´n´ı velikost´ı populac´ı ryb ve strˇedozemn´ım morˇi. Sestavil
rovnice, ktere´ tyto vztahy popisuj´ı, a pote´ rovnice rozsˇ´ıˇril i o cˇleny urcˇuj´ıc´ı u´bytek obou
populac´ı vlivem rybarˇen´ı (podrobneˇji popsa´no naprˇ. v [4]). Druhy´m matematikem, ktery´
odvodil tyto vztahy, byl Alfred Lotka kdyzˇ popisoval hypoteticke´ chemicke´ reakce, ktery´mi
se snazˇil vysveˇtlit periodicke´ chova´n´ı koncentrac´ı reaguj´ıc´ıch la´tek. V te´to kapitole a
kapitole na´sleduj´ıc´ı budeme vycha´zet prˇedevsˇ´ım z [5], [2] a [1].
Pokud oznacˇ´ımeX(t) velikost populace korˇisti a Y (t) velikost populace dravce, mu˚zˇeme
Lotk˚uv-Volte´rr˚uv model zapsat ve tvaru
dX
dt
= X(a− bY ),
dY
dt
= Y (cX − d),
(5.38)
kde a, b, c, a d jsou opeˇt kladne´ konstanty.
Ze soustavy (5.38) na´m tedy vyply´vaj´ı na´sleduj´ıc´ı prˇedpoklady pro model:
• v prˇ´ıpadeˇ absence preda´tora populace korˇisti roste exponencia´lneˇ podle Malthusova
modelu,
• v prˇ´ıpadeˇ absence korˇisti preda´tor vymı´ra´, a to exponencia´lneˇ,
• prˇ´ır˚ustek velikosti populace preda´tora, stejneˇ jako u´bytek populace korˇisti, vlivem
pozˇ´ıra´n´ı korˇisti dravcem, je u´meˇrny´ velikosti soucˇinu XY.
Cˇlen XY ma´ v podstateˇ vy´znam zachova´n´ı energie a jej´ı prˇesun mezi jednotlivy´mi popu-
lacemi.
Prvn´ım krokem je opeˇt dimenziona´ln´ı analy´za modelu. Oznacˇme
u1(τ) =
cX(t)
d
, u2(τ) =
bY (t)
a
, τ = at, α =
d
a
.
Dosazen´ım do (5.38) a na´slednou u´pravou z´ıska´va´me novou soustavu diferencia´ln´ıch rovnic
tvaru
du1
dτ
= u1(1− u2),
du2
dτ
= αu2(u1 − 1).
(5.39)
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Tento syste´m ma´ dva staciona´rn´ı body - (0, 0) a (1, 1). Typ singularity urcˇ´ıme pomoc´ı
variacˇn´ı matice syste´mu (5.39)
J(u∗1, u
∗
2) =
(
1− u2 −u1
αu2 α(u1 − 1)
)
.
Dosazen´ım zjiˇst’ujeme, zˇe bod (0, 0) je sedlo, jelikozˇ vlastn´ı cˇ´ısla variacˇn´ı matice v tomto
bodeˇ jsou rea´lna´ s opacˇny´mi zname´nky.
J(0, 0) =
(
1 0
0 −α
)
⇒ λ1 = 1, λ2 = −α,
Pro bod (1, 1) dosta´va´me variacˇn´ı matici
J(1, 1) =
(
0 −1
α 0
)
Plat´ı tedy, zˇe trJ(1, 1) = 0 a vlastn´ı cˇ´ısla jsou proto komplexneˇ sdruzˇena´ s nulovou rea´lnou
cˇa´st´ı, λ1,2 = ±i
√
α. Staciona´rn´ı bod proto mu˚zˇe by´t ohniskem, nebo strˇedem. Ukazuje se,
zˇe tento bod je strˇedem, cozˇ je doka´za´no naprˇ. v [5].
Zˇe tomu tak opravdu je se mu˚zˇeme prˇesveˇdcˇit pomoc´ı simulace v prostrˇed´ı Matlab.
Jak vid´ıme, jediny´m parametrem rovnice (5.39) je α, pro simulaci pouzˇijeme hodnotu
α = 1, 5. Velikost tohoto parametru nema´ vliv na typ singularity jednotlivy´ch bod˚u,
proto jsme tuto velikost zvolili na´hodneˇ.
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Obra´zek 20: Lotk˚uv-Volterr˚uv model spolecˇenstva dravec-korˇist
Opeˇt jsme zvolili neˇkolik pocˇa´tecˇn´ıch velikost´ı populac´ı a pro neˇ provedli simulace,
jejichzˇ vy´sledky ma´me vykreslene´ na obra´zku (20). Na ose x ma´me vykreslenou velikost
populace korˇisti, na osa y populace dravce. Na prvn´ı pohled je zrˇejme´, zˇe bod (1, 1) je
opravdu strˇedem a populace cyklicky kol´ısa´ kolem tohoto bodu.
Pod´ıvejme se jesˇteˇ podrobneˇji na to, jak se velikosti obou populac´ı vyv´ıjej´ı. Na obra´zku
(21) ma´me vykreslen vy´voj dravce a korˇisti pro parametr α = 1, 5 a pocˇa´tecˇn´ı velikosti
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Obra´zek 21: Vy´voj populac´ı pro (u10 , u20) = (0, 5; 0, 5)
populac´ı (u10 , u20) = (0, 5; 0, 5). To znamena´, zˇe velikosti obou populac´ı jsou mensˇ´ı nezˇ
velikosti odpov´ıdaj´ıc´ı bodu (1, 1), cozˇ je hodnota, kolem ktere´ rˇesˇen´ı cyklicky osciluje.
Populace korˇisti se nejdrˇ´ıv zveˇtsˇuje, jelikozˇ je pouze ma´lo dravc˚u, kterˇ´ı by korˇist ulovili.
Naopak populace dravce se vlivem nedostatecˇne´ho mnozˇstv´ı jedinc˚u korˇisti zmensˇuje.
V okamzˇiku, kdy velikost populace korˇisti dosa´hne hodnoty u1 = 1, zacˇne se pocˇet dravc˚u
zveˇtsˇovat vlivem dostatecˇne´ho mnozˇstv´ı potravy (jedinc˚u korˇisti). K r˚ustu populace korˇisti
docha´z´ı azˇ do doby, kdy u2 = 1. V tomto okamzˇiku je jizˇ tolik dravc˚u, zˇe ulov´ı v´ıc korˇisti,
nezˇ se narod´ı, a proto korˇist zacˇne vymı´rat. To ma´ ale za na´sledek, zˇe prˇi poklesu pod
hodnotu u1 = 1 vlivem nedostatecˇne´ho mnozˇstv´ı jedinc˚u korˇisti zacˇne uby´vat i dravc˚u.
Prˇi poklesu velikosti populace dravc˚u pod hodnotu u2 = 1 se cely´ proces zacˇ´ına´ opakovat.
Z obra´zku (20) jsou take´ videˇt nejveˇtsˇ´ı nedostatky tohoto modelu. Prvn´ı z nich je fakt,
zˇe populace sice meˇn´ı sve´ velikosti v uzavrˇeny´ch cyklech, ovsˇem prˇi drobne´m vychy´len´ı
z tohoto cyklu
”
prˇeskocˇ´ı“ do cyklu jine´ho. Kdybychom si tedy vykreslili jedno nume-ricky
vypocˇtene´ rˇesˇen´ı pro dlouhy´ cˇasovy´ u´sek, nebude se jednak o uzavrˇeny´ cyklus, ale o spira´lu,
jelikozˇ vlivem numericky´ch chyb bude numericke´ rˇesˇen´ı
”
uskakovat“ na sousedn´ı cykly
a nebude mı´t samo od sebe snahu vra´tit se na p˚uvodn´ı cyklus. Druhy´m nerealisticky´m
nedostatkem je fakt, zˇe mu˚zˇe docha´zet k extre´mn´ım vy´kyv˚um ve velikostech popula-
ce. Jsou-li na pocˇa´tku velikosti populac´ı velice male´, docha´z´ı k velke´mu na´r˚ustu popu-
lace korˇisti a pote´ i populace dravce. Posledn´ı nerea´lnost spocˇ´ıva´ v tom, zˇe neuvazˇujeme
nasycenost dravce, tj. zˇe dravec lov´ı pouze tolik korˇisti, aby byl nasycen.
5.4 Realisticky´ model spolecˇenstva dravec-korˇist
V te´to kapitole se pokus´ıme odstranit hlavn´ı nerealisticke´ prvky, ktere´ prˇedchoz´ı model
dravec-korˇist vykazoval. Mozˇnost´ı, jak tyto nedostatky odstranit a model udeˇlat v´ıce
realisticky´m je v´ıce, v te´to kapitole je popsa´na jedna z teˇchto mozˇnost´ı.
Prvn´ı nedostatek, se ktery´m jsme se v prˇedchoz´ım modelu setkali, byl fakt, zˇe prˇi
male´m vychy´len´ı se z cyklu rˇesˇen´ı
”
prˇeskocˇ´ı“ na cyklus jiny´. T´ım pa´dem by prˇi kazˇde´, byt’
sebemensˇ´ı, zmeˇneˇ, ktera´ nen´ı v rovnici zachycena, byl vy´voj populace odliˇsny´ od vy´voje
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p˚uvodn´ıho a v podstateˇ bychom nebyli schopni prˇedpov´ıdat vy´voj populace. Budeme
proto pozˇadovat, aby se v modelu vyskytoval tzv. limitn´ı cyklus. Je to cyklus, pro ktery´
plat´ı, zˇe v prˇ´ıpadeˇ vychy´len´ı se z jeho trajektorie se velikost te´to vy´chylky v cˇase asymp-
toticky bl´ızˇ´ı k nule, tj. rˇesˇen´ı ma´ tendenci vra´tit se na cyklus p˚uvodn´ı. Toto je logicky´
prˇedpoklad, jelikozˇ pokud v prˇ´ırodeˇ zahyne male´ mnozˇstv´ı jedinc˚u populace korˇisti nebo
dravce vlivem na´hodne´ho cˇinitele, nedojde k velke´ zmeˇneˇ ve vy´voji obou populac´ı, ale
jedinci jsou
”
nahrazeni“ jedinci jiny´mi. Tato situace prˇesneˇ odpov´ıda´ existenci limitn´ıho
cyklu.
Dalˇs´ı nerealisticky´ prˇedpoklad, ktery´ je trˇeba odstranit, je malthusovsky´ neomezeny´
r˚ust populace korˇisti v prˇ´ıpadeˇ absence preda´tora. Pokud opeˇt oznacˇ´ıme populaci korˇisti
X(t) a populaci dravce Y (t), pak tento nedostatek odstran´ıme, pokud pro korˇist uvazˇujeme
dX
dt
= Xf(X, Y ). To znamena´, zˇe r˚ust velikosti populace korˇisti se bude rˇ´ıdit nejen velikost´ı
populace dravce, ale take´ velikost´ı populace korˇisti. Vhodnou volbou pro r˚ust populace
korˇisti v prˇ´ıpadeˇ absence dravce se zda´ by´t logisticky´ r˚ust. Pak lze psa´t
dX
dt
= X − r
(
1− X
K
)
− Y V (X),
kde r a K jsou opeˇt konstanty a V (X) je tzv. troficka´ funkce. Tato funkce je funkciona´ln´ı
odezva preda´tora na zmeˇnu velikosti populace korˇisti. V podstateˇ uda´va´, kolik korˇisti
zabije jeden dravec za jednotku cˇase v za´vislosti na velikosti populace korˇisti. Je logicke´
prˇedpokla´dat, zˇe prˇi nadbytku korˇisti dravec zabije pouze tolik jedinc˚u korˇisti, nezˇ dojde
k jeho nasycen´ı a da´l uzˇ lovit korˇist nebude. Da´le budeme prˇedpokla´dat na´sleduj´ıc´ı
• V (0) = 0 - nen´ı-li dostupna´ korˇist, dravec nic neulov´ı
• limX→∞ V (X) = S - prˇi nadbytku korˇisti dravec ulov´ı nejvy´sˇe S jedinc˚u korˇisti za
jednotku cˇasu
• funkce V (X) je neklesaj´ıc´ı - vzroste-li mnozˇstv´ı korˇisti, dravec neulov´ı me´neˇ
Na obra´zku (22) ma´me cˇtyrˇi nejcˇasteˇji uvazˇovane´ pr˚ubeˇhy troficky´ch funkc´ı, z nichzˇ
kazˇdy´ ma´ sve´ opodstatneˇn´ı, procˇ je volen zrovna takovy´to tvar. Komenta´rˇe k jednotlivy´m
pr˚ubeˇh˚um a jejich pouzˇit´ı u konkre´tn´ıch prˇ´ıpad˚u lze nale´zt v [1].
My budeme v dalˇs´ım uvazˇovat trofickou funkci typu II z obra´zku (22), kterou lze
zapsat ve tvaru
V (X) =
kX
X +D
, (5.40)
kde k a D jsou kladne´ konstanty. Dosazen´ım do p˚uvodn´ı rovnice pro vy´voj populace korˇisti
a uvazˇova´n´ım realisticˇteˇjˇs´ıho modelu pro populaci dravce, ve ktere´m u´zˇivnost prostrˇed´ı
pro populaci dravce je prˇ´ımo u´meˇrna´ hustoteˇ populace korˇisti dosta´va´me model
dX
dt
= X
[
r
(
1− X
K
)
− kY
N +D
]
,
dY
dt
= Y
[
s
(
1− hY
X
)]
,
(5.41)
kde r, K, k, D, s a h jsou kladne´ konstanty. Jelikozˇ se v rovnic´ıch nacha´z´ı celkem 6
parametr˚u, pokus´ıme se dimenziona´ln´ı analy´zou tento pocˇet sn´ızˇit. Zvolme substituce
u1(τ) =
X(t)
K
, u2(τ) =
hY (t)
K
, τ = rt,
a =
k
hr
, b =
s
r
, d =
D
K
.
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Obra´zek 22: Typicke´ pr˚ubehy troficky´ch funkc´ı
Dosazen´ım do (5.41) a u´pravami z´ıska´me rovnice ve tvaru
du1
dτ
= u1(1− u1)− au1u2
u1 + d
= f1(u1, u2),
du2
dτ
= b
(
1− u2
u1
)
= f2(u1, u2).
(5.42)
Jak vid´ıme, tento syste´m ma´ pouze trˇi parametry a, b, a d. Singula´rn´ı body (u∗1, u
∗
2) mus´ı
splnˇovat rovnice du1
dt
= 0, du2
dt
= 0, tj. rovnice
u∗1
(
(1− u∗1)−
au∗2
u∗1 + d
)
= 0, bu∗2
(
1− u
∗
2
u∗1
)
= 0. (5.43)
Jako vzˇdy na´s budou zaj´ımat pouze singula´rn´ı body nacha´zej´ıc´ı se v prvn´ım kvadrantu,
poprˇ´ıpadeˇ na kladny´ch poloosa´ch. Prvn´ı mozˇnost´ı, jak splnit druhou rovnici z (5.43), je
zvolit u∗2 = 0. Dosazen´ım do prvn´ı rovnice z´ıska´me u
∗
1 = 0, u
∗
1 = 1. Takto z´ıska´va´me dva
staciona´rn´ı body (0, 0) a (1, 0). Druhou mozˇnost´ı, jak splnit druhou rovnici z (5.43) je
polozˇit u∗1 = u
∗
2. Dosazen´ım do prvn´ı rovnice z´ıska´va´me rovnost
u∗1
(
(1− u∗1)−
au∗1
u∗1 + d
)
= 0 (5.44)
Jelikozˇ prˇedpokla´da´me u∗1 > 0, mu˚zˇeme t´ımto rovnici vydeˇlit a po u´praveˇ z´ıska´va´me
rovnici
(u∗1)
2 + (a+ d− 1)u∗1 − d = 0, u∗1 = u∗2,
ktera´ ma´ pouze jeden kladny´ korˇen
u∗ =
(1− a− d) +√(1− a− d)2 + 4d
2
, v∗ = u∗.
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Pro dalˇs´ı vy´pocˇty si opeˇt urcˇ´ıme variacˇn´ı matici syste´mu
J(u∗1, u
∗
2) =
(
f ′1,u1 f
′
1,u2
f ′2,u1 f
′
2,u2
)
=
(
1− 2u∗1 − adu
∗
2
(u∗1+d)2
− au∗1
u∗1+d
bu∗22
u∗21
b− 2bu∗2
u21
)
. (5.45)
Prˇ´ıme´ dosazen´ı bodu (0, 0) nen´ı mozˇne´, jelikozˇ dosta´va´me vy´raz typu 0
0
. Mus´ıme proto
uvazˇovat limity u1 → 0+, u2 → 0+. Po dosazen´ı a limitn´ım prˇechodem u∗1,2 → 0+
z´ıska´va´me
J(u∗1, u
∗
2) =
(
1 0
b −b
)
⇒ λ1 = 1, λ2 = −b,
proto bod (0, 0) je sedlem.
Druhy´ singula´rn´ı bod, bod (1, 0), je take´ sedlem, jelikozˇ vlastn´ı cˇ´ısla variacˇn´ı matice
jsou opeˇt rea´lna´ cˇ´ısla s r˚uzny´mi zname´nky.
J(1, 0) =
( −1 1
1+d
0 b
)
⇒ λ1 = −1, λ2 = b.
Pro vy´pocˇet vlastn´ıch cˇ´ısel trˇet´ıho singula´rn´ıho bodu si variacˇn´ı matici (5.45) uprav´ıme
do tvaru, ktery´ se na´m v´ıce hod´ı k analy´ze. Pokud prvn´ı prvek matice nap´ıˇseme ve tvaru
−u∗1 + (1− u∗1)− adu
∗
2
(u∗1+d)2
, vyuzˇijeme vztahu (5.43) a vyuzˇijeme toho, zˇe u∗1 = u
∗
2, mu˚zˇeme
variacˇn´ı matici prˇepsat ve tvaru
J(u∗1, u
∗
2) =
(
u∗1
(
au∗1
(u∗1+d)2
− 1
)
− au∗1
u∗1+d
b −b
)
.
Nutnou podmı´nkou stability je trJ < 0 a detJ > 0. Pod´ıvejme se prvneˇ na druhou
podmı´nku.
detJ = −bu∗1
[
au∗1
(u∗1 + d)2
− 1
]
+
bau∗1
u∗1 + d
= bu∗1
[
1 +
a
u∗1 + d
− au
∗
1
(u∗1 + d)2
]
= bu∗1
[
1 +
ad
(u∗1 + d)2
]
> 0
pro kazˇde´ a > 0, b > 0 a d > 0. Toto byly prˇ´ımo nasˇe prˇedpoklady, proto podmı´nka
detJ > 0 je splneˇna vzˇdy a stabilita za´vis´ı pouze na podmı´nce trJ < 0. Tato podmı´nka
je tvaru
−b+ u∗1
[
au∗1
(u∗1 + d)2
− 1
]
< 0.
Nejdrˇ´ıve vyuzˇijeme neˇktery´ch zna´my´ch vztah˚u. Ze vztahu (5.44) plyne au = (1−u)(u+d),
z cˇehozˇ lze vyja´drˇit au
(u+d)2
= (1−u)
2
au
. Vyuzˇit´ım teˇchto dvou vztah˚u a na´slednou u´pravou
z´ıska´va´me nerovnici
1
a
(1− u∗1)(1− 2u∗1 − d) < b.
Dosazen´ım sourˇadnic trˇet´ıho singula´rn´ıho bodu z´ıska´va´me
1
2a
[
1 + a+ d−
√
(1− a− d)2 + 4d
]
·
[
a−
√
(1− a− d)2 + 4d
]
< b, (5.46)
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cozˇ je podmı´nka stability trˇet´ıho singula´rn´ıho bodu. Tato podmı´nka je slozˇita´, k jej´ı
analy´ze pouzˇijeme derivac´ı obou vy´raz˚u v hranaty´ch za´vorka´ch podle promeˇnne´ d.
∂
[
1 + a+ d−√(1− a− d)2 + 4d]
∂d
= 1− 1 + a+ d√
(1− a− d)2 + 4d =
=
√
(1− a− d)2 + 4d− (1 + a+ d)√
(1− a− d)2 + 4d =
√
(1 + a+ d)2 − 2a− (1 + a+ d)√
(1− a− d)2 + 4d < 0.
Tento vy´raz je tedy klesaj´ıc´ı funkc´ı d. Podobneˇ pro druhou za´vorku
∂
[
a−√(1− a− d)2 + 4d]
∂d
= − −2(1− a− d) + 4
2
√
(1− a− d)2 + 4d = −
1 + a+ d√
(1− a− d)2 + 4d < 0
I tento vy´raz je tedy klesaj´ıc´ı funkc´ı d s maximem pro d = 0. Proto pokud nerovnost bude
splneˇna pro d = 0, bude pak splneˇna pro kazˇde´ d. Dosad’me proto do (5.46) d = 0. Pro
odstraneˇn´ı odmocnin mus´ıme take´ rozliˇsit prˇ´ıpady a > 1 a a < 1.
Pro a < 1 dosta´va´me
1
2a
(1 + a− (1− a)) (a− (1− a)) = 2a− 1 < b.
Pro a > 1 pak
1
2a
(1 + a+ (1− a)) (a+ (1 + a)) = 1
a
< b.
Mu˚zˇeme tedy rˇ´ıct, zˇe pokud a ∈ 〈0, 1
2
)
, b > 0 a d > 0, pak bod (u∗1, u
∗
2) je vzˇdy stabiln´ı.
Pokud ovsˇem a > 1
2
, pak existuj´ı takove´ b a d, zˇe bod (u∗1, u
∗
2) je nestabiln´ı.
Jako prˇ´ıklad situace a < 1
2
provedeme simulaci pro parametry a = 0, 3, b = 1 a d = 0, 5.
Simulace probeˇhla naprosto stejneˇ i v jiny´ch prˇ´ıpadech, kdy a < 0, 5, proto zde uka´zˇeme
vy´sledek pouze pro tento jeden konkre´tn´ı prˇ´ıpad. Singula´rn´ı body by, dle vy´pocˇt˚u, meˇly
by´t (0, 0), (1, 0) a bod u∗1 = u
∗
2 = 0, 5(1 − a − d +
√
(1− a− d)2 + 4d) = 0, 5(0, 2 +√
0, 22 + 2) = 0, 814. Pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı jsou voleny (0, 01; i), (i; 0, 01), (1, 5; i)
a (i; 1, 5), kde i ∈ (0; 1, 4〉 , tj. opeˇt jsou voleny
”
z okraje“ vykreslene´ oblasti. Jak vid´ıme
na obra´zku (23), body (0, 0) a (1, 0) jsou opravdu sedla a bod (0, 814; 0, 814) je stabiln´ı.
Vid´ıme, zˇe se jedna´ o uzel a pro te´meˇrˇ vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı se velikosti
populac´ı tomuto bodu bl´ızˇ´ı.
Podobny´ obra´zek (samozrˇejmeˇ s jiny´mi sourˇadnicemi trˇet´ıho staciona´rn´ıho bodu)
dostaneme, pokud zvol´ıme a > 0, 5, ale za´rovenˇ take´ dodrzˇ´ıme podmı´nky pro velikost
parametru b. Zvolme naprˇ´ıklad a = 1, 1, b = 1, 2 a d = 0, 3. Je tedy splneˇno 1
a
< b a sta-
ciona´rn´ı bod u∗1 = u
∗
2 = 0, 5(1−a−d+
√
(1− a− d)2 + 4d) = 0, 5(−0, 4+√0, 42 + 1, 2) =
0, 383 by meˇl by´t take´ stabiln´ı. Simulace, ktera´ je na obra´zku (24), na´m dokazuje, zˇe
body (0, 0) a (1, 0) jsou sedla a bod (0, 383; 0, 383) je stabiln´ı uzel. Cozˇ opeˇt znamena´,
zˇe pro te´meˇrˇ vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı (u10 , u20) rˇesˇen´ı konverguje k bodu
(0, 383; 0, 383).
Proved’me nyn´ı simulaci pro takove´ hodnoty parametru, pro ktere´ nejsou splneˇny
podmı´nky stability, tj. a > 1
2
a soucˇasneˇ 1
a
< b. Jak jsme jizˇ uvedli, v takove´m prˇ´ıpadeˇ je
trˇet´ı staciona´rn´ı bod nestabiln´ı a tud´ızˇ prˇi vychy´len´ı z te´to hodnoty dojde ke vzda´len´ı se
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0 0,5 1 u1u1*
u2*
0,5
1
u2
Obra´zek 23: Realisticky´ model pro hodnoty parametr˚u a = 0, 3, b = 1 a d = 0, 5
0 0,5 1 u1u1*
u2*
0,5
1
u2
Obra´zek 24: Realisticky´ model pro hodnoty parametr˚u a = 1, 1 b = 1, 2 a d = 0, 3
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 u1u1*
0,05
0,1
0,15
0,2
0,25
0,3
0,35
u2
u2*
Obra´zek 25: Realisticky´ model pro hodnoty parametr˚u a = 2 b = 0, 2 a d = 0, 1
od tohoto bodu. Mu˚zˇeme zvolit naprˇ´ıklad hodnoty parametr˚u a = 2, b = 0, 2 a d = 0, 1.
Trˇet´ı singula´rn´ı bod ma´ pote´ sourˇadnice u∗1 = u
∗
2 = 0, 5(1−a−d+
√
(1− a− d)2 + 4d) =
0, 5(−1, 1 +√1, 12 + 0, 4) = 0, 084.
Jak vid´ıme z obra´zku (25), prˇi te´to volbeˇ parametr˚u vznika´ na´mi pozˇadovany´ lim-
itn´ı cyklus. To znamena´, zˇe pro te´meˇrˇ vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı se trajek-
torie rˇesˇen´ı bl´ızˇ´ı jednomu urcˇite´mu cyklu (limitn´ımu cyklu). Pokud se tedy pocˇa´tecˇn´ı
velikosti popu-lac´ı nacha´z´ı
”
vneˇ“ limitn´ıho cyklu, oscilace velikost´ı populac´ı se zmensˇuj´ı
a trajektorie se limitneˇ bl´ızˇ´ı limitn´ımu cyklu (v obra´zku jsou tyto prˇ´ıpady vyznacˇeny
modrou barvou). V prˇ´ıpadeˇ, zˇe se nacha´z´ıme uvnitrˇ limitn´ıho cyklu, velikosti cykl˚u se s
cˇasem zveˇtsˇuj´ı, dokud opeˇt nedosa´hnou limitn´ıho cyklu .Tento prˇ´ıpad je v obra´zku ze-
lenou barvou. Dle pr˚ubeˇhu trajektorie rˇesˇen´ı vid´ıme, zˇe staciona´rn´ı bod o sourˇadnic´ıch
(0, 084; 0, 084) je ohniskem. Pocˇa´tecˇn´ı velikost populace u zeleneˇ vykreslene´ trajektorie
byla volena (u10 , u20) = (0, 083; 0, 083). To znamena´, zˇe byla volena velice bl´ızko sta-
ciona´rn´ımu bodu, cozˇ odpov´ıda´ situaci, kdy dojde k male´mu vychy´len´ı velikost´ı populac´ı
z tohoto staciona´rn´ıho bodu naprˇ. vlivem na´hodne´ho vlivu.
V te´to kapitole a kapitole prˇedchoz´ı jsme si popsali dva mozˇne´ modely popisuj´ıc´ı
vztah dravec - korˇist, a to model Lotk˚uv - Volterr˚uv, ktery´ je modelem nejstarsˇ´ım a veˇtsˇina
dalˇs´ıch model˚u z neˇj vycha´zela, a realisticky´ model s limitn´ım cyklem. Jak jizˇ bylo zmı´neˇno
vy´sˇe, jedna z publikac´ı, ktera´ byla pouzˇita pro zpracova´n´ı tohoto modelu, byla [2]. Ovsˇem
nutno poznamenat, zˇe se v n´ı (v kapitole veˇnuj´ıc´ı se tomuto modelu) vyskytovalo velke´
mnozˇstv´ı chyb. Neˇktere´ z nich (naprˇ. sˇpatneˇ zapsane´ diferencia´ln´ı rovnice) nejsp´ıˇse vznikly
pouze prˇeklepem autora, poprˇ. jinou jeho nepozornost´ı, ovsˇem naprˇ. zcela chybne´ volby
parametr˚u, pro ktere´ vznikne u rˇesˇen´ı realisticke´ho modelu dravec-korˇist limitn´ı cyklus,
jsou zcela zava´deˇj´ıc´ı.
Pokud bychom se spolecˇenstvem dravec - korˇist zaby´vali da´le, zjistili bychom, zˇe
mozˇnost´ı dalˇs´ıho rozsˇ´ıˇren´ı a zprˇesneˇn´ı parametr˚u vyskytuj´ıc´ıch se v rovnic´ıch popisuj´ıc´ıch
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tyto modely jsou obrovske´. Modely se daj´ı r˚uzneˇ modifikovat a z´ıska´va´me pak rˇesˇen´ı
odpov´ıdaj´ıc´ı konkre´tn´ım situac´ım, ktere´ jsou jesˇteˇ v´ıce realisticke´. Neˇktere´ takove´ modely
lze nale´zt naprˇ. v [5]. Jako prˇ´ıklad uved’me model s vnitrodruhovou konkurenc´ı populace
korˇisti, modely Gauseho typu s r˚uzny´mi troficky´mi funkcemi nebo model populace korˇisti
s Alleho efektem, kdy docha´z´ı k vymı´ra´n´ı populac´ı, pokud populace korˇisti klesne pod
prahovou hodnotu.
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6 Modely ve tvaru parcia´ln´ıch diferencia´ln´ıch rovnic
V te´to sekci se kra´tce pod´ıva´me na modely, ktere´ berou v potaz nejen vy´voj populace
v cˇase, ale take´ v prostorovy´ch promeˇnny´ch. Doposud jsme se snazˇili zjistit cˇasovy´ vy´voj
populace, anizˇ bychom zohlednili rozlozˇen´ı jedinc˚u na u´zemı´, ktere´ oby´vaj´ı, nebo jejich
interakce ovlivneˇne´ hustotou jedinc˚u v dane´ cˇa´sti u´zemı´.
V kazˇde´ populaci docha´z´ı k pohybu jednotlivy´ch jedinc˚u. Tento pohyb ma´ za na´sledek
rozptylova´n´ı jedinc˚u po u´zemı´, jelikozˇ jedinci se veˇtsˇinou prˇesouvaj´ı do mı´st, kde je
mensˇ´ı mnozˇstv´ı jedinc˚u stejne´ho druhu, aby t´ım zvy´sˇili mnozˇstv´ı dostupne´ potravy. Toto
rozpty´len´ı ma´ stejny´ charakter jako rozptylova´n´ı mikroskopicky´ch cˇa´stic v prostrˇed´ı z mı´st
o vysˇsˇ´ı koncentraci do mı´st s koncentrac´ı nizˇsˇ´ı. Mluv´ıme proto take´ o difuzn´ım procesu.
Budeme prˇedpokla´dat model, ve ktere´m populace nen´ı rozmı´steˇna homogenneˇ, proto
bude nejjednodusˇsˇ´ı a nejefektivneˇjˇs´ı pro popis populace pouzˇ´ıt hustotu, ktera´ v tomto
prˇ´ıpadeˇ bude funkc´ı cˇasu t a prostorove´ promeˇnne´ x. Sestaven´ım modelu pak z´ıska´me
parcia´ln´ı diferencia´ln´ı rovnici, poprˇ´ıpadeˇ soustavu parcia´ln´ıch diferencia´ln´ıch rovnic.
6.1 Odvozen´ı difuzn´ı rovnice pro model jedne´ populace
Prˇedpokla´dejme populaci (bakterie, zv´ıˇrata,...), ktera´ se nacha´z´ı na neˇjake´m u´zemı´ Ω.
Da´le uvazˇujme, zˇe Ω je otevrˇena´ podmnozˇina Rn, n ≥ 1. V praxi ma´ samozrˇejmeˇ smysl
uvazˇovat pouze prˇ´ıpady n = 1, 2, 3. Jak jsme jizˇ uvedli v u´vodu, velicˇinou, kterou budeme
popisovat vy´voj populace v prostoru a cˇase, bude hustota populace, kterou budeme znacˇit
u(x, t), kde t je cˇas a x ∈ Ω je prostorova´ promeˇnna´. Jednotkou hustoty populace je pocˇet
jedinc˚u populace vztazˇeny´ na jednotkovou oblast (naprˇ. u hustoty zalidneˇn´ı je jednotkou
pocˇet obyvatel na kilometr cˇtverecˇn´ı). Zde se jizˇ vyskytuje prvn´ı neprˇesnost, ktere´ se zde
dopust´ıme, a to fakt, zˇe ve skutecˇnosti jsou populace veˇtsˇinou soustrˇedeˇny na urcˇite´m
mı´steˇ (naprˇ. lide´ ve meˇstech) a naopak neˇktera´ mı´sta jsou neos´ıdlena. Pro nasˇe potrˇeby
ale budeme prˇedpokla´dat, zˇe hustota u(x, t) je velicˇinou spojitou a diferencovatelnou.
V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ by bylo velmi slozˇite´ model nejen vyrˇesˇit, ale i vytvorˇit.
Hustotu u(x, t) mu˚zˇeme definovat takto: necht’ x ∈ Ω a necht’ {On}∞n=1 je posloupnost
oblast´ı z Ω, ktere´ obsahuj´ı bod x. Da´le prˇedpokla´dejme, zˇe prostorova´ mı´ra (de´lka, obsah,
objem) |On| oblasti On jde k nule pro n → +∞ a On ⊂ On+1. Pak lze hustotu definovat
vztahem
u(x, t) = lim
n→+∞
pocˇet jedinc˚u populace v oblasti On v cˇase t
|On| ,
pokud tato limita existuje. Pokud je hustota definova´na v kazˇde´m cˇase t a pro kazˇdy´
bod neˇjake´ podoblasti x ∈ O ⊂ Ω, pak celkova´ velikost populace nacha´zej´ıc´ı se v cˇase t
v oblasti O je da´na vztahem ∫
O
u(x, t)dx.
Na´s zaj´ıma´, jak se hustota populace meˇn´ı s cˇasem t a vzhledem k prostorove´ promeˇnne´
x. Populace se mu˚zˇe meˇnit dveˇma zp˚usoby: jednak migrac´ı z mı´sta na mı´sto a jednak
narozen´ım nebo smrt´ı (prˇirozena´ smrt nebo zabit´ı). V prvn´ım prˇ´ıpadeˇ jizˇ zacˇ´ına´ do hry
prˇicha´zet vy´sˇe zmı´neˇna´ difuze. Je totizˇ prˇirozene´, zˇe jedinci populac´ı se prˇemist’uj´ı z mı´st
s veˇtsˇ´ı hustotou os´ıdlen´ı do mı´st s nizˇsˇ´ı hustotou os´ıdlen´ı, protozˇe v mı´stech s nizˇsˇ´ı hustotou
os´ıdlen´ı veˇtsˇinou maj´ı veˇtsˇ´ı mnozˇstv´ı dostupne´ potravy. Velicˇina, ktera´ popisuje zmeˇnu
hustoty se nazy´va´ difuzn´ı tok a je definova´na vztahem
J(x, t) = −d(x)∇xu(x, t), (6.47)
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kde d(x) se nazy´va´ difuzn´ı koeficient.
Druhou mozˇnost´ı, jak se velikost populace mu˚zˇe meˇnit, je narozen´ı, u´mrt´ı nebo uloven´ı
jedinc˚u populace. Zmeˇnu hustoty t´ımto zp˚usobem oznacˇme souhrnneˇ f(x, t, u). Pokud
vybereme neˇjakou oblast O ⊂ Ω, pak celkova´ velikost populace nacha´zej´ıc´ı se v cˇase t
v oblasti O je
∫
O
u(x, t)dx a mı´ra zmeˇny velikosti populace ja pak da´na vztahem
d
dt
∫
O
u(x, t)dx.
Zmeˇna velikosti uvnitrˇ oblasti vlivem narozen´ı cˇi u´mrt´ı je da´na vztahem∫
O
f(x, t, u(x, t))dx
a zmeˇna vlivem migrace prˇes hranici oblasti O smeˇrem z oblasti ven∫
∂O
J(x, t) · n(x)dS,
kde ∂O je pra´veˇ hranice oblasti O a n(x) vneˇjˇs´ı norma´lovy´ jednotkovy´ vektor k hranici
∂O v bodeˇ x. Da´me-li tyto trˇi vztahy dohromady, z´ıska´va´me vztah
d
dt
∫
O
u(x, t)dx = −
∫
∂O
J(x, t) · n(x)dS +
∫
O
f(x, t, u(x, t))dx. (6.48)
Da´le vyuzˇijeme Gauss-Ostrogradske´ho veˇtu, ktera´ rˇ´ıka´∫
∂O
J(x, t) · n(x)dS =
∫
O
divJ(x, t)dx. (6.49)
Dosazen´ım (6.49) do (6.48) a vyuzˇit´ım vztahu (6.47) z´ıska´va´me rovnici ve tvaru
d
dt
∫
O
u(x, t)dx =
∫
O
[div(d(x)∇xu(x, t)) + f(x, t, u(x, t))]dx.
Jelikozˇ tento vztah mus´ı platit pro kazˇdou oblastO,mu˚zˇeme integra´l odstranit a z´ıska´va´me
parcia´ln´ı diferencia´ln´ı rovnici
∂u(x, t)
∂t
= div(d(x)∇xu(x, t)) + f(x, t, u(x, t)), (6.50)
ktera´ plat´ı pro kazˇdou dvojici (x, t). Cˇlen div(d(x)∇xu(x, t)) se nazy´va´ difuzn´ı cˇlen,
f(x, t, u(x, t)) je pak tzv. reakcˇn´ı cˇlen. Veˇtsˇinou prˇedpokla´da´me, zˇe difuzn´ı koeficient d(x)
je prˇiblizˇneˇ konstantn´ı, tj. d(x) = d (cozˇ obecneˇ nemus´ı by´t pravda). Tento prˇedpoklad lze
prove´st v prˇ´ıpadeˇ, zˇe oblast, ve ktere´ docha´z´ı k difuzi, je prˇiblizˇneˇ homogenn´ı. Za tohoto
prˇedpokladu se na´m (6.50) zjednodusˇ´ı na vy´sledny´ tvar
∂u(x, t)
∂t
= d∆u(x, t) + f(x, t, u(x, t)), (6.51)
kde ∆ je Laplace˚uv opera´tor. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe zde nen´ı prˇ´ıtomen reakcˇn´ı cˇlen, z´ıska´va´me
jednoduchou difuzi
∂u(x, t)
∂t
= d∆u(x, t). (6.52)
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6.2 Jednorozmeˇrny´ prˇ´ıpad linea´rn´ı difuze
Prˇedpokla´dejme nejjednodusˇsˇ´ı prˇ´ıpad difuzn´ı rovnice, a to rovnice bez reakcˇn´ıho cˇlenu, di-
fuzn´ı koeficient d uvazˇujeme konstantn´ı a sˇ´ıˇren´ı jedinc˚u populace pouze v jednom rozmeˇru.
Pak z´ıska´me rovnici
∂u(x, t)
∂t
= d
∂2u(x, t)
∂x2
.
Pokud hleda´me rˇesˇen´ı v konecˇne´m prostoru, tj. v jednorozmeˇrne´m prˇ´ıpadeˇ na intervalu,
znamena´ to, zˇe rˇesˇen´ı hleda´me na intervalu 〈0, L〉 . Doplneˇn´ım pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky u(x, 0)
a uvazˇova´n´ım dvou homogenn´ıch Neumannovy´ch okrajovy´ch podmı´nek z´ıska´va´me
ut = duxx,
u(x, 0) = u0(x),
ux(0, t) = ux(L, t) = 0,
(6.53)
kde x ∈ 〈0, L〉 , t ≥ 0. Jelikozˇ plat´ı ux(0, t) = ux(L, t) = 0, cozˇ lze slovneˇ vyja´drˇit tak, zˇe
nedocha´z´ı k difuzi jedinc˚u z a nebo do intervalu 〈0, L〉 , a protozˇe zde nen´ı reakcˇn´ı cˇlen
f(x, t, u(x, t)), cozˇ znamena´, zˇe nedocha´z´ı k prˇ´ır˚ustku ani u´bytku pocˇtu jedinc˚u uvnitrˇ
populace, je celkovy´ pocˇet jedinc˚u na intervalu 〈0, L〉 v cˇase konstantn´ı. Hodnotu te´to
konstanty lze zjistit z pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky
C =
∫ L
0
u0(x)dx.
Jednou z mozˇnost´ı, jak tuto rovnici rˇesˇit, je metoda separace promeˇnny´ch. To znamena´,
zˇe rˇesˇen´ı prˇedpokla´da´me ve tvaru
u(x, t) = f(x)g(t),
kde f(x) a g(t) jsou urcˇite´ funkce. Prˇedpokla´da´me tedy, zˇe rˇesˇen´ı lze rozlozˇit na soucˇin
dvou jiny´ch funkc´ı, prˇicˇemzˇ jedna z nich je pouze funkc´ı promeˇnne´ x a druha´ pouze funkc´ı
promeˇnne´ t. Dosazen´ım do rovnice (6.53) z´ıska´va´me
f(x)g′(t) = Df ′′(x)g(t)
a u´pravou pak
g′(t)
g(t)
= D
f ′′(x)
f(x)
= Dλ,
kde λ ∈ R. Mu˚zˇeme tedy rˇesˇit tuto rovnici pro vsˇechny mozˇne´ λ. Z druhe´ rovnosti
z´ıska´va´me f ′′(x) = λf(x). Z okrajovy´ch podmı´nek take´ z´ıska´va´me f ′(0) = f ′(L) = 0.
Mu˚zˇeme tak rˇesˇit diferencia´ln´ı rovnici
f ′′(x) = λf(x),
f ′(0) = f ′(L) = 0.
Z tohoto je jasneˇ videˇt, zˇe okrajove´ podmı´nky jsou splneˇny pouze pro λ ≤ 0. Pokud λ = 0,
pak rˇesˇen´ım te´to rovnice jsou vsˇechna konstantn´ı rˇesˇen´ı f(x) = C. V prˇ´ıpadeˇ λ < 0 lze
konstantu λ psa´t ve tvaru λ = −ω2. Rˇesˇen´ı lze pak prˇepsat ve tvaru
f(x) = A cos(ωx) +B sin(ωx). (6.54)
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Dosazen´ım pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky f ′(0) = 0 do (6.54) z´ıska´va´me B = 0. Z druhe´ pocˇa´tecˇn´ı
podmı´nky, tj. f ′(L) = −Aω sin(ωx) = 0 plyne ωL = kpi pro k ∈ N. Proto pro λ plat´ı
λ = −kpi
L
2
a netrivia´ln´ı rˇesˇen´ı lze zapsat ve tvaru
fk(x) = Ak cos
(
kpi
L
x
)
.
Diferencia´ln´ı rovnice pro funkci g(t) je tvaru g′(t) = Dλg(t). Dosazen´ım vy´sˇe uvedene´ho
vztahu pro λ dosta´va´me
g′(t) = −D
(
kpi
L
)2
g(t).
Tuto rovnici lze opeˇt rˇesˇit velmi jednodusˇe. Pro kazˇde´ k ∈ N z´ıska´va´me rˇesˇen´ı
gk(t) = Cke
−D( kpiL )
2
t.
Dı´ky principu superpozice pak kombinace funkc´ı fk(x) a gk(t) je rˇesˇen´ı parcia´ln´ı dife-
rencia´ln´ı rovnice s odpov´ıdaj´ıc´ımi okrajovy´mi podmı´nkami. Rˇesˇen´ı lze proto psa´t ve tvaru
u(x, t) =
+∞∑
k=0
Ake
−D( kpiL )
2
t cos
(
kpi
L
x
)
, (6.55)
kde Ak nen´ı p˚uvodn´ı konstanta z rovnice pro fk(x), ale konstanta nova´, kterou lze z´ıskat
z pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky u(x, 0) = u0. Najdeme tedy takove´ konstanty Ak, ktere´ vyhovuj´ı
rovnici
u0(x) =
+∞∑
k=0
Ak cos
(
kpi
L
x
)
.
Jak vid´ıme, koeficienty Ak jsou Fourierovy koeficienty. T´ımto jsme z´ıskali rˇesˇen´ı dane´
parcia´ln´ı diferencia´ln´ı rovnice, ktera´ modeluje vy´voj populace v cˇase a prostoru. Koefi-
cienty Ak za´vis´ı na funkci u0(x). Toto rˇesˇen´ı se take´ vyznacˇuje tzv. vyhlazovac´ım efek-
tem. To znamena´, zˇe pokud se na zacˇa´tku vyskytuj´ı neˇjake´ body nespojitosti nebo hroty
v u(x, 0), pak jsou cˇasem vyhlazeny. Du˚kaz tohoto tvrzen´ı lze nale´zt v [2].
Proved’me nyn´ı simulaci konkre´tn´ıho jednoduche´ho prˇ´ıpadu te´to parcia´ln´ı diferencia´ln´ı
rovnice. Simulaci provedeme na intervalu 〈0, 1〉 a pro cˇas 〈0, 4〉 . Da´le zvolme konstantn´ı
difuzn´ı koeficient d = 0, 02 a pocˇa´tecˇn´ı podmı´nku u0(x) = 100− |200x− 100|. Tato volba
odpov´ıda´ situaci, kdy na okraj´ıch nejsou na pocˇa´tku zˇa´dn´ı jedinci populace a smeˇrem
k bodu x = 0, 5 se koncentrace jedinc˚u zvysˇuje. Nejv´ıce jedinc˚u je soustrˇedeˇno v bodeˇ
x = 0, 5, kde ma´ tato funkce nav´ıc hrot. Rovnici popisuj´ıc´ı vy´voj populace lze pak zapsat
ve tvaru
ut = 0, 02uxx,
u(x, 0) = 100− |200x− 100|,
ux(0, t) = ux(1, t) = 0,
(6.56)
pro x ∈ 〈0, 1〉 , t ∈ 〈0, 4〉 . Jak vid´ıme, rovnice (6.56) opeˇt neobsahuje reakcˇn´ı cˇlen
f(x, t, u(x, t)) a nav´ıc jsou zde homogenn´ı Neumannovy podmı´nky, proto celkovy´ pocˇet
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jedinc˚u oby´vaj´ıc´ı u´zemı´ je v cˇase konstantn´ı. Tento celkovy´ pocˇet jedinc˚u lze zjistit
z pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky
C =
∫ 1
0
100− |200x− 100|dx = 50
Nyn´ı se pod´ıvejme na vy´sledek simulace v prostrˇed´ı MATLAB. K simulaci jsme vyuzˇili
funkci pdepe, ktera´ doka´zˇe numericky rˇesˇit parcia´ln´ı diferencia´ln´ı rovnice v 1D.
Obra´zek 26: Difuzn´ı rovnice pro konstantn´ı difuzn´ı koeficient
Vy´sledek simulace mu˚zˇeme videˇt na obra´zku (26). Vid´ıme, zˇe na pocˇa´tku je opravdu
v bodeˇ x = 0, 5 hrot, to znamena´, zˇe funkce zde nema´ derivaci. Ovsˇem postupem cˇasu
docha´z´ı k vyhlazova´n´ı tohoto hrotu a v cˇase t = 4 jizˇ nen´ı patrno, zˇe v tomto bodeˇ
neˇjaky´ hrot byl. Take´ si mu˚zˇeme vsˇimnout, zˇe docha´z´ı k tomu, zˇe rozlozˇen´ı jedinc˚u se
asymptoticky bl´ızˇ´ı rozlozˇen´ı rovnomeˇrne´mu, tj. stavu, kdy hustota u(x, t) je ve vsˇech
mı´stech stejna´. Jelikozˇ de´lka intervalu, na neˇmzˇ hleda´me rˇesˇen´ı je jedna a celkovy´ pocˇet
jedinc˚u na tomto u´zemı´ je konstantn´ı C = 50, tak hodnota, ke ktere´ se hodnota hustoty
bl´ızˇ´ı, je u(x, t) = 50. Pro u´plnost doplnˇme jesˇteˇ, zˇe prˇi volbeˇ veˇtsˇ´ıho difuzn´ıho koeficientu
je difuze jedinc˚u rychlejˇs´ı, a proto rˇesˇen´ı konverguje k rovnomeˇrne´mu rozlozˇen´ı rychleji.
Na tomto prˇ´ıkladu jsme uka´zali, jak lze rˇesˇit jednoduchy´ prˇ´ıpad modelu dynamiky
populace ve tvaru parcia´ln´ı diferencia´ln´ı rovnice. Samozrˇejmeˇ se jedna´ o nejjednodusˇsˇ´ı
mozˇny´ prˇ´ıpad. Obecneˇ plat´ı, zˇe difuzn´ı koeficient nemus´ı by´t konstantn´ı a te´meˇrˇ ve vsˇech
prˇ´ıpadech se v modelech vyskytuje reakcˇn´ı cˇlen f(x, t, u(x, t)), jelikozˇ jedinci uvnitrˇ popu-
lace se samozrˇejmeˇ mnozˇ´ı a naopak neˇkterˇ´ı umı´raj´ı. Nav´ıc jsme si model zjednodusˇili
t´ım, zˇe jsme uvazˇovali jednorozmeˇrny´ proble´m, samozrˇejmeˇ v praxi na´s zaj´ıma´ rozlozˇen´ı
v 2D, poprˇ´ıpadeˇ 3D. Odvozen´ı rˇesˇen´ı v takove´m prˇ´ıpadeˇ by jizˇ bylo slozˇiteˇjˇs´ı a vykreslen´ı
rˇesˇen´ı pro dveˇ prostorove´ promeˇnne´ a cˇas je jizˇ takrˇka nemozˇne´. V prˇ´ıpadeˇ jednorozmeˇrne´
nelinea´rn´ı difuze, nebo difuze s reakcˇn´ım cˇlenem, mu˚zˇeme sta´le k hleda´n´ı numericke´ho
rˇesˇen´ı pouzˇ´ıt funkci pdepe v prostrˇed´ı MATLAB.
V te´to kapitole bylo cˇerpa´no prˇedevsˇ´ım z [2], [4] a [7]. V teˇchto zdroj´ıch lze take´ naj´ıt
modely obsahuj´ıc´ı nelinea´rn´ı difuzi a modely obsahuj´ıc´ı reakcˇn´ı cˇlen. Jsou zde uvedeny
take´ neˇktere´ dalˇs´ı techniky rˇesˇen´ı parcia´ln´ıch diferencia´ln´ıch rovnic.
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7 Popis programu pro vykreslova´n´ı graf˚u a trajek-
tori´ı rˇesˇen´ı
Soucˇa´st´ı diplomove´ pra´ce je i program na vykreslova´n´ı graf˚u a trajektori´ı rˇesˇen´ı obycˇejny´ch
diferencia´ln´ıch rovnic, poprˇ´ıpadeˇ soustavy diferencia´ln´ıch rovnic, ktere´ popisuj´ı modely
uva´deˇne´ v te´to pra´ci. Tento program byl vytvorˇen v prostrˇed´ı MATLAB, ve ktere´m je
take´ nutne´ ho spousˇteˇt.
7.1 Pouzˇite´ metody
Modely jsou ve tvaru obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic, poprˇ´ıpadeˇ jejich soustavy. Nen´ı
proto vzˇdy jednoduche´ z´ıskat explicitn´ı rˇesˇen´ı. Neˇkdy je pro na´s tedy vy´hodneˇjˇs´ı pouzˇ´ıt
k rˇesˇen´ı rovnic numericke´ metody, ktery´mi z´ıska´va´me vy´sledky velice bl´ızke´ rˇesˇen´ı prˇesne´mu.
Pouze v prˇ´ıpadeˇ Malthusova modelu a modelu logisticke´ho je v programu zada´no expli-
citn´ı rˇesˇen´ı, ktere´ je vykresleno po zada´n´ı odpov´ıdaj´ıc´ıch parametr˚u. V ostatn´ıch modelech
jsou rˇesˇen´ı diferencia´ln´ıch rovnic z´ıska´va´na numericky a to pomoc´ı metody ode45, ktera´
k numericke´mu vy´pocˇtu vyuzˇ´ıva´ integracˇn´ı metody Runge-Kutta. V prˇ´ıpadeˇ model˚u se
zpozˇdeˇn´ım mus´ıme, jak bylo uvedeno v odpov´ıdaj´ıc´ı kapitole, uve´st ne pouze pocˇa´tecˇn´ı
podmı´nku, ale celou historii. Ta mu˚zˇe by´t da´na bud’to funkc´ı, nebo mu˚zˇe by´t po dobu
〈−T, 0〉 konstantn´ı. V nasˇem prˇ´ıpadeˇ prˇedpokla´da´me druhou mozˇnost, tj. konstantn´ı ve-
likosti populace v historii. V prostrˇed´ı MATLAB vyuzˇ´ıva´me k numericke´mu vy´pocˇtu
funkci dde23, ktera´ je schopna tyto diferencia´ln´ı rovnice se zpozˇdeˇn´ım rˇesˇit.
7.2 Pra´ce s programem
Spusˇteˇn´ı programu. Tento program pro sv˚uj beˇh potrˇebuje soubeˇzˇny´ chod programu
MATLAB, proto spousˇteˇn´ı prova´d´ıme pomoc´ı neˇj. Samotne´ teˇlo programu je umı´steˇno v
souboru Modely.m, ve zbyly´ch m.filech se nacha´zej´ı cˇa´sti zdrojovy´ch ko´d˚u, ktere´ rˇesˇ´ı jizˇ
jednotlive´ diferencia´ln´ı rovnice a staraj´ı se o vykreslen´ı trajektori´ı se zadany´mi parametry.
Program tedy spust´ıme otevrˇen´ım m.filu Modely.m a jeho prˇelozˇen´ım.
Obra´zek 27: Pracovn´ı plocha programu
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Vlastn´ı pra´ce s programem. Pracovn´ı plochu programu, tak jak vypada´ po zapnut´ı,
mu˚zˇeme videˇt na obra´zku (27). Mu˚zˇeme ji, jak vid´ıme, rozdeˇlit na trˇi sloupce. V leve´ cˇa´sti
se nacha´z´ı seznam model˚u - cˇtyrˇi modely pro modelova´n´ı jedne´ populace (Malthus˚uv
model, logisticky´ model, model populace pod predacˇn´ım tlakem a model populace se
zpozˇdeˇn´ım) a cˇtyrˇi modely pro populace dveˇ (konkurence, symbio´za, model spolecˇenstva
dravec-korˇist - Lotk˚uv-Volterr˚uv model a realisticky´ model spolecˇenstva dravec korˇist
s limitn´ım cyklem). Druhy´m parametrem, ktery´ se nastavuje v prvn´ım sloupci je barva
grafu nebo trajektorie rˇesˇen´ı.
Po vybra´n´ı matematicke´ho modelu v prvn´ım sloupci se vzˇdy druhy´ a trˇet´ı sloupec
zmeˇn´ı v za´vislosti na vybrane´m modelu. Prvn´ı polozˇka v druhe´m sloupci je rovnice, re-
spektive soustava diferencia´ln´ıch rovnic, ktera´ model popisuje. V rovnic´ıch je cela´ rˇada
parametr˚u, ktere´ mu˚zˇeme nastavit pod teˇmito rovnicemi. Stejneˇ tak zde mu˚zˇeme nastavit
cˇasovy´ interval, pro ktery´ chceme simulaci prove´st. Posledn´ım povinny´m parametrem,
ktery´ mus´ıme nastavit, je pocˇa´tecˇn´ı velikost populace X(t0), v prˇ´ıpadeˇ dvou populac´ı
take´ pocˇa´tecˇn´ı velikost druhe´ populace Y (t0).
Pod nastaven´ım teˇchto hodnot se nacha´z´ı dveˇ volitelne´ polozˇky - Vykreslit pos-
tupneˇ a Trajektorie zachova´vat. Prˇi zasˇkrtnut´ı volby Vykreslit postupneˇ program
spocˇ´ıta´ rˇesˇen´ı diferencia´ln´ı rovnice a nevykresl´ı trajektorii rˇesˇen´ı najednou, ale postupneˇ,
tzn. vykreslova´n´ı zacˇne v bodeˇ odpov´ıdaj´ıc´ım pocˇa´tecˇn´ı podmı´nce a postupneˇ vykresluje
rˇesˇen´ı. Vykreslova´n´ı trva´ cca 3-4 vterˇiny. Tato volba je vhodna´ hlavneˇ u model˚u pro dveˇ
interaguj´ıc´ı populace pro lepsˇ´ı ilustraci vy´voje obou populac´ı v za´vislosti na cˇase. Pokud
totizˇ nen´ı tato trajektorie vykreslova´na postupneˇ, ale najednou, nemus´ı by´t na prvn´ı
pohled patrne´, ktery´m smeˇrem vy´voj postupoval a nav´ıc je v prˇ´ıpadeˇ postupne´ho vykreslo-
va´n´ı le´pe viditelna´ konvergence rˇesˇen´ı k singula´rn´ım bod˚um.
Druhy´m volitelny´m parametrem je zachova´va´n´ı trajektori´ı. Tuto volbu pouzˇijeme,
pokud chceme zakreslit do jednoho obra´zku vy´voj populac´ı pro r˚uzne´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky,
poprˇ. pro r˚uzne´ parametry rovnice. Toto je vy´hodne´, pokud chceme naprˇ. u model˚u pro
dveˇ populaci videˇt, pro ktere´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky docha´z´ı ke konvergenci rˇesˇen´ı, pro ktere´
k divergenci, poprˇ. pokud rˇesˇen´ı konverguje, tak pro ktere´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky ke ktere´mu
singula´rn´ımu bodu.
V trˇet´ım sloupci se nacha´zej´ı obecne´ informace o modelu. Tyto informace jsou aktual-
izova´ny pokazˇde´, kdy vybereme neˇktery´ model a u neˇktery´ch model˚u jsou aktualizova´ny
take´ prˇi stisku tlacˇ´ıtka Vykresli. Mu˚zˇeme zde nale´zt popis neˇktery´ch parametr˚u rovnice,
nebo vy´znam d˚ulezˇity´ch cˇlen˚u. Pokud ma´ diferencia´ln´ı rovnice take´ explicitn´ı rˇesˇen´ı, je zde
uvedeno. Du˚lezˇity´m u´dajem je take´ to, jestli je rovnice uvedena v bezrozmeˇrne´m tvaru,
cˇi nikoliv. Pokud je rovnice v bezrozmeˇrne´m tvaru, samozrˇejmeˇ velicˇiny X, poprˇ´ıpadeˇ
Y neuda´vaj´ı prˇ´ımo velikost populace, ale neˇjaky´ jej´ı na´sobek (veˇtsˇinou je velikost popu-
lace mnohona´sobneˇ veˇtsˇ´ı). Vztahy pro vypocˇten´ı skutecˇne´ velikosti populace jsou uve-
deny v odpov´ıdaj´ıc´ıch kapitola´ch diplomove´ pra´ce. Rovnice jsou uvedeny v bezrozmeˇrne´m
tvaru kv˚uli prˇehlednosti, v p˚uvodn´ım tvaru totizˇ obsahuje i neˇkolikana´sobek parametr˚u a
zada´vat tedy vsˇechny tyto koeficienty by bylo zdlouhave´ a neprakticke´.
Ve spodn´ı cˇa´sti trˇet´ıho sloupce je vy´cˇet singula´rn´ıch bod˚u pro vybrany´ model. Prˇi
vybra´n´ı modelu v leve´ cˇa´sti se konkre´tn´ı singula´rn´ı body objev´ı, pokud jejich sourˇadnice
neza´vis´ı na parametrech modelu, pokud za´vis´ı na parametrech, je zde uveden pouze
obecny´ tvar sourˇadnice, poprˇ´ıpadeˇ podmı´nka existence. V prˇ´ıpadeˇ modelu populace pod
predacˇn´ım tlakem nav´ıc nelze explicitneˇ zapsat vztah pro sourˇadnice singula´rn´ıch bod˚u,
dokonce nelze ani obecneˇ rˇ´ıci, kolik singula´rn´ıch bod˚u bude rovnice mı´t, proto v tomto
prˇ´ıpadeˇ nejsou uvedeny konkre´tn´ı informace. U kazˇde´ho singula´rn´ıho bodu je take´ uve-
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deno, o jaky typ singularity se u dane´ho bodu jedna´ (pokud je to jizˇ zrˇejme´ z obecne´ho
tvaru rovnice). Po stisknut´ı tlacˇ´ıtka Vykresli jsou vypsa´ny sourˇadnice singula´rn´ıch bod˚u
konkre´tneˇ, nav´ıc u bod˚u, kde v obecne´m tvaru rovnice nelze o typu singularity rozhodnout,
je typ singularity doplneˇn. Pouze v prˇ´ıpadeˇ realisticke´ho modelu dravec-korˇist v prˇ´ıpadeˇ
parametru a > 0, 5 nen´ı obecne´ pravidlo, jak o typu singularity rozhodnout, proto o typu
singularity jednoho z bod˚u mus´ıme rozhodnout na za´kladeˇ vykreslene´ho obra´zku.
Obra´zek 28: Uka´zka vykreslen´ı trajektori´ı rˇesˇen´ı
Jesˇteˇ jako doplneˇn´ı uved’me, zˇe prˇi vy´beˇru modelu v leve´ cˇa´sti pracovn´ı plochy vzˇdy
dojde k prˇedvyplneˇn´ı parametr˚u rovnice a pocˇa´tecˇn´ıch velikost´ı populace. Je to z toho
d˚uvodu, zˇe pro tyto parametry ma´ model smysl uvazˇovat, poprˇ´ıpadeˇ pro tyto parametry
z´ıska´va´me zaj´ımave´ vy´sledky. Mu˚zˇeme samozrˇejmeˇ parametry jakkoliv zmeˇnit, ovsˇem
rˇesˇen´ı jizˇ nemus´ı by´t tak zaj´ımave´.
Ma´me-li vsˇechny parametry nastaveny, vykresl´ıme trajektorii (respektive graf) po-
moc´ı tlacˇ´ıtka Vykresli. Uka´zku, jaky´ vy´sledek mu˚zˇeme obdrzˇet je na obra´zku (28), kde
jsou vykresleny dveˇ trajektorie rˇesˇen´ı pro realisticky´ model dravec-korˇist pro dveˇ r˚uzne´
pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky - modrˇe trajektorie vneˇ limitn´ıho cyklu, zeleneˇ trajektorie rˇesˇen´ı,
jej´ızˇ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nka lezˇela uvnitrˇ tohoto cyklu.
V prˇ´ıpadeˇ modelu jedne´ populace z´ıska´va´me na obra´zku graf za´vislosti velikosti popu-
lace na cˇase, pokud ma´me model pro dveˇ populace, na osa´ch x a y jsou velikosti intera-
guj´ıc´ıch populac´ı.
S vykreslenou trajektori´ı (grafem) lze da´le pracovat - mu˚zˇeme si ji prˇibl´ızˇit, ota´cˇet
s n´ı, meˇnit barvu nebo zjistit sourˇadnice konkre´tn´ıho bodu trajektorie. Mu˚zˇeme obra´zek
take´ ukla´dat nebo vytisknout.
55
8 Za´veˇr
Vy´voj populac´ı v prˇ´ırodeˇ nen´ı cˇisteˇ na´hodny´, ale rˇ´ıd´ı se urcˇity´mi za´konitostmi. V te´to
pra´ci jsme se pokusily neˇktere´ z nich zachytit pomoc´ı matematicke´ho apara´tu. Pomoc´ı
diferencia´ln´ıch rovnic a jejich na´sledny´m rˇesˇen´ım jsme t´ımto z´ıskali mozˇnost prˇedpoveˇdeˇt,
jak se bude populace vyv´ıjet, pokud nedojde k neˇjake´ na´hodne´ uda´losti.
Nejjednodusˇsˇ´ım modelem, ktery´ zde je uveden, je Malthus˚uv model, ktery´ je ovsˇem
znacˇneˇ nerea´lny´. Umozˇnˇuje totizˇ r˚ust populace nade vsˇechny meze. Toto omezen´ı jsme
odstranili u logisticke´ho modelu, kdy pro te´meˇrˇ vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky docha´z´ı
ke konvergenci k tzv. hodnoteˇ u´zˇivnosti prostrˇed´ı. T´ımto modelem lze mimo jine´ dobrˇe
modelovat i vy´voj pocˇtu obyvatel na Zemi. Dalˇs´ım modelem, ktery´ jsme uvedli, je vy´voj
populace pod predacˇn´ım tlakem, kdy uvazˇujeme populaci, ktera´ je ohrozˇova´na dravci, pro
ktere´ ale neprˇedstavuje jediny´ zdroj potravy. Posledn´ı model v prvn´ı cˇa´sti, ktery´m jsme
se zaby´vali, je model se zpozˇdeˇn´ım, kdy prˇedpokla´da´me, zˇe k tomu, aby se jedinec mohl
rozmnozˇovat, mus´ı nejdrˇ´ıve dospeˇt. Pak pocˇet noveˇ narozeny´ch jedinc˚u neza´vis´ı pouze na
okamzˇite´m pocˇtu jedinc˚u, ale na historii vy´voje populace.
U model˚u koexistence dvou populac´ı jsme se zaby´vali cˇtyrˇmi modely. Prvn´ı z nich byl
model konkurence, kdy spolu dveˇ populace souperˇ´ı o omezene´ zdroje potravy, cˇi o u´zemı´.
Opacˇny´m jevem je symbio´za. V takove´m prˇ´ıpadeˇ maj´ı obeˇ populace prospeˇch z prˇ´ıtomnosti
populace druhe´, proto se pocˇet jedinc˚u populace usta´l´ı na hodnoteˇ vysˇsˇ´ı, nezˇ kdyby
zˇivocˇiˇsny´ druh zˇil na dane´m u´zemı´ bez symbionta. Druhe´ dva modely se veˇnuj´ı spolecˇenstvu
dravec-korˇist. Lotk˚uv-Volterr˚uv model je starsˇ´ı model, u ktere´ho jsme zjistili, zˇe trajekto-
rie rˇesˇen´ı tvorˇ´ı uzavrˇene´ cykly. Tento model ma´ ovsˇem celou rˇadu nedostatk˚u, ktere´ jsme
se pokusili odstranit u realisticke´ho modelu, u ktere´ho jsme mohli sledovat vznik tzv.
limitn´ıho cyklu, kdy rˇesˇen´ı pro te´meˇrˇ vsˇechny pocˇa´tecˇn´ı velikosti populac´ı konverguje
k jednomu urcˇite´mu cyklu.
V trˇet´ı cˇa´sti jsme odvodili difuzn´ı tvar rovnice, ktera´ modeluje vy´voj jedne´ populace
v cˇase a prostoru a pote´ provedli vy´pocˇet a simulaci pro jednorozmeˇrny´ prˇ´ıpad linea´rn´ı
difuze.
Na za´veˇr pra´ce byl prˇedstaven program pro vykreslova´n´ı graf˚u a trajektori´ı rˇesˇen´ı
diferencia´ln´ıch rovnic, ktere´ popisuj´ı modely uvedene´ v te´to pra´ci.
Tato pra´ce popisuje pouze neˇktere´ za´kladn´ı modely, ktere´ mohou dynamiku popu-
lace popisovat. Modely je mozˇno ale da´le upravovat, doplnˇovat dalˇs´ımi zprˇesneˇn´ımi nebo
pozˇadavky. Neˇktere´ populace se vyv´ıjej´ı podle svy´ch specificky´ch za´konitost´ı, ktere´ mohou
by´t do modelu take´ zacˇleneˇny. Naprˇ. velikost neˇktery´ch populac´ı mu˚zˇe za´viset na rocˇn´ım
obdob´ı. V takove´m prˇ´ıpadeˇ z´ıska´va´me rˇesˇen´ı, ktere´ je periodicky se opakuj´ıc´ı. Perioda
takove´ho rˇesˇen´ı je veˇtsˇinou jeden rok.
Jeden ze zde popsany´ch model˚u byl take´ model se zpozˇdeˇn´ım. Byl zde ovsˇem popsa´n
pouze model pro dynamiku jedne´ populaci. V prˇ´ırodeˇ se vsˇak zpozˇdeˇn´ı v rozmnozˇova´n´ı
vyskytuje te´meˇrˇ u vsˇech zˇivocˇich˚u. Pro modelova´n´ı koexistence v´ıce zˇivocˇiˇsny´ch druh˚u
pak z´ıska´va´me soustavy diferencia´ln´ıch rovnic se zpozˇdeˇn´ım.
Toto byly pouze prˇ´ıklady toho, jak je mozˇne´ modely da´le obohatit. Mus´ıme si ovsˇem
uveˇdomit, zˇe cˇ´ım slozˇiteˇjˇs´ı model sestav´ıme, t´ım je teˇzˇsˇ´ı nale´zt jeho rˇesˇen´ı. K rˇesˇen´ı
nejslozˇiteˇjˇs´ıch model˚u je pak mnohdy vy´hodneˇjˇs´ı pouzˇ´ıt numericke´ metody, jelikozˇ z´ıskat
exaktn´ı rˇesˇen´ı by bylo prakticky nemozˇne´, nebo prˇinejmensˇ´ım cˇasoveˇ velmi na´rocˇne´.
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